-拓扑学基础及应用 

本15分綱部分，分.介? 《/* 杯扑卞这门輕的.先卿⑽ w 的^内= 
fc ； L^n m : w 分，沦还 n ( •仆$的懺念<丨 各领 域的 n 川和 尨义，这咚⑽⑽败？ : 晴_’ < 

1： W . 地 fl ! f ,1 息系统.机器人，，供7 (心脏 傅动獬《>,少物化肀.化学. ⑽，， 化肀 W 论，也 
往略设计和 trtry^o 

本书特点 _ 

•住鶬汗内秣时，先觀个 Wto 的， dl 人人 tt 的 背饫知 饥介》，为!; I 进釘关的槪念 作铺依 •并彼 
发汝 / r / y 和以 c 进 步 坫岍的兴趣, 

泰提供了许多 wr •和拥 w , it 川4:动的 w »•< 深人浅出地 w 述 r 这门纖常被认为鼉霣抽 象的， 很坩深 
的，中 lfU 4: tt 的败卞 课枵. 

• 汴汛 n 发卞叱的姒锥， ff 利 r - 科7油肋竹的坫 
* 除/ •反 映炻扑 •*/ 广泛应川的动态外.过; a 数7矜亇改负拗供广范例 


作者简介 

Colin Adums iyw<| J XMM 期 0th_:A7 左辿逊分校伙以网I:亇位，现为 X5N 滅嗛姆斯卞1%数 *7 系 
Thomas T RcadHt^. Jt 糾究神域 (iW 纽结邱论汝 JUV 川. 仅曲螺流肜等， li 经发衣广如多篇饤X；此 
诫域的论文 u 

Robert Frunzosa l*mf|: !• 驽闲成斯说||?人卞左迪逬分校获捋搏|:学位 • 规沁龙 ffij 缅闪人 卞数 卞系教 
授 K 岍充 《( 域 fci 怙动力系统.炻扑亇作地 Wf/iU 系统屮的晻川. LL 拎发 衣/多 功打又•此领域的论 
文，他 r 2003 乍炔炒 大学 位统杰 IU 教 f | 焚、 


Introduction 
to Topology 

Pure and Applied 


wwwpcarsonhighcred.com 


投稿 热线： (010) 88379604 
购书热 线： （010)68995259.68995264 
读者 倌箱： hzjsj @ hzbook.com 



introduction I E 

to Topology 

Pure and Applied —— 

拓扑学基础及应用 

/||\ Colin Adams Robert Franzosa 笼： 

、夫 ） 威廉姆斯学院 缅因大学 苔 

沈以淡等译 












































丰名遽和插昍.用生动的语言深人浅出地阐 述广拓 扑学这 f 〗 歌嬰的 • 充满 
釣教穸灑程.本拓分、两部分.莳七窜怍为苇郎讣.介绍广拓扑学这门课程的樓本内容 r J 
部甘，论述 r 拓扑学的《念在其他教学韻 . R 学以及 工财 _作_ & / 

本务作为拓扑学的人门课程，适用歹对拓扑学殳其应用感兴趣的各专业本 科牛与 研究生 
Sttuplined Chinese edit«on copyright © 20】0 by Pearson Education Asia l.imitcd « n d China 
Machine Press. 

Drut.ni.1 English language ritle ： Utrodudum to Topo/oRy. Purr ami Appl,td (ISBN <37 8 - 
hy Colin Aiiams and Robert Franzosa, Copyright © 2008. 

All rights reserved 

Published by *rrang«?fnent with the original publisher, Pearson Education, lnt. . publishing 

Preniice Haii 

本书封有 Pearson Education (培生 教育出版窠团 > 激光防伪标签 • 无标签者不得销售 

射底无防伪标均为盗版 

)*« 所有.侵权必究 

本省法律醑间北京市展达律师事务所 


本书版权登记号： 图字： 01 2008 1790 
图书在版编目 （ C 】 P ) 数据 


拓扑学基础及应用 （美） 亚当斯 （ Adams, C.) 等著； 沈以淡等译 . 
出 « 社 . 2010.2 . 

(华 章数学译丛） 

书名匣 文： Introduction lo Topology: Pure and Applied 
ISBN 978-7-111-28809-1 ^ 


i 拓 … n •①亚 <© 沈… hi .拓扑 iv . oi 89 
中国皈本图书馆 C 1 P 数据核字 (2009) 第 192990 号 

机械工此出板社（北京市西域 K 百万庄大街 22 兮邮政编码 1000 37) 

费任 编鬌： 迟振舂 

北京*德印刷有限公司印刷 
加 1 年4月第1版第！次印刷 
iMnun ， 240mm • 20. 75印张 

•㈣ 号 1 ISBN 978-7-1JJ.2880M 

定愴: 59* 00 it 


_缺页，脱页 • 由本社发行部调换 
I m： f0,0) 88378991; 88361066 

(010> 68326294 * 88379649 s 68995259 
汉矯热线 ： （Olru 88379604 

遘者 ㈣ ： h ^ fcJ ^2 hook.com 


北京： 机械工业 


众所周知,拓扑学 （与 分析％ 

nj •年来 • 拓扑学在经历朝袖数学一起 , 是现代《础数学的三个关键领域之-.近 
丰朽就是 为了适 应这〜 趋势而 批出 ; 的』乂展的阶段后 • 又 在沾多 应用领域得到 r 广泛的发展. 

员.这些专业领的各专 # 屬生与研究生 • 当然还有教师和专业人 
动模 咽）， 生物化学化学 ' 遗 ft c 程、地理信息系统 • 机器人学、吆学（心脏搏 

知识的介还是朗方 i 都 5 ^提供—个简短的、#人人胜的背屏 
负扣，，塾，并激发读者纠和以后进—步钻研的 兴裡为 r 减 
作者还设法让本书所讨论的论 ㈣ 此独立 •在“ 前言•’中， 
|^=:这⑽ 之日的 关系.借助这 个表， 读者就耐以采用最合理的途径 • 尽快地实现 


叫以忮煦••前言”中列表的提示选学有关的章节.为解决相矣须 
域的问题，尽快奠定必要的拓扑学的基础. 

由于“不俺拓扑学就不俺现代数学”的观念逐步深入人心 • 因此拓扑学课程已开始叫弋 
大学数学类专业的教学计划.而本书理论与应用并重，把它作为基础数学 Lj 应用数学专业私 
科生或其他专业研究生拓扑学课程的 教忖. 是很合适的.在本书中，怍者采用拓扑学的 j .具 
对代数学基本定理和若尔当曲线定理作出证明.这两 f 定理在数学专业的课程 中—般 是不给 
出证明的.当然，对专攻拓扑学领域的学生 来说. 本书付有关理论的阐述深度是 f 够的 . ^ 
待进一步扩展.此外，译者认为，本书缺乏对拓扑学楂个学科的系统性的综述，这算是它的 
美中不足之处.不过有心的读者不妨自己进 h 综合、概括，必定大有裨益. 


译者向读者推荐本丨 5. 理由很 简电. 作者将&们通常认为很抽象、很垠深.镇而生摄的 
—门数学课程用生动的语言深人浅出地阐述 出来. 它还提供了丨午多例 F 和插图，哽 P 读存押 
解抽象的槪念和 理论. 因此，只要有一定微积分基础的读者，都能通过本15掌捤拓扑 > 旳认 
本理论和方法 • 

作者还针对读#对课程的不同需要，对内容作出精心的安排并提出迮汶.课桿的文 施除 
厂丐以采取各种通常的形 式外. 还可以采取付论班的形式 进行. 这样 • 读杏在获収知趴的 M 
时，还能增长解决问题的 能力. 

译者还向关心数学教学改革的人七推荐和朽.本朽很有浊创性，除 r 反映拓扑，广亡^ 
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用的动态外 • 还々教孕教学改革提供 r 范例.作名味屯教 t 规律，注 ® A 发学生 的思锥 ，汽 
私亍科学独铛性的培释.珣在 • 科教每国的视念日益深人、心，■视 教疗的呼卢侍 续不断 1 
牧 f 1: 作# 为此也作出/努々 • 但是实私状况并不理想.仅以微枳分教忖 为例. 全国出版的 
各蹩微积分课本誊下千种 • 不仅内容乎篇—律，而民教学思想也显得有些陈旧，所举的例子 
限多昆不切合实际的，有创意的教指阿数，与社会的需要很不 适应. 如果没有独创性的 
K 学思想和 教衬. 学生独创性思维的培养就无从谈起』' 希望本杉能为我国数学教材的改革 
度供有益的 借鉴. 译者渴望拽创性的数学教村在华复大地不断油现 • 

洚者作兮从事数学教学工作 40 年的老数学工作者，有幸比读者爭欣赏到本朽的风采•再 
欠郑重向诸位推荐此书，愿与大家一起分享好书给人们带来的 愉悦. 
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tt 事.是希枣国内出板界本着付读者负责的精神_发扬勇于纠正错误的风气 • 利用网络发布 
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通常 认为. 拓扑学 （与 分析学和代数 学-❾ 是现代基础败学的： 个关 ㈣ ^ 

扑学的早期发展中，它的-些结果主要是受现实世界问超研_推动而产二 H 之'在拓 
纪上半叶，拓扑学的紐肛_立以后,它的重点开_槪 
如经济学，丄程.化学，医学和宇宙学等形形色色的领域中的在诸 
本书的目标在于以下两个方面： ■賬. 

• 介绍拓扑学这门重要的、充满魅力的课程， 

• 论述拓扑学的概念在其他数学领域.科学以及工程上的作用和 g 义. 

通过本书，读者将了解点集拓扑的基础知识，并进 一步被 引向诸如纽结，流形 动力系 
统、不动点和拓扑图等课题.此外 • 读者还将了解在一些应用禎域中如 何运用 拓扑学 的—托 
结果. 范围包括从化学中的原子到宇宙学中的天体. 

目标读者 

阅读本书需要具备最基本的数学素养.对于已成功修完一 n 萋础教学方面的入门课程的学 
生来说，应该已具备了足够的数学背景知识.在第0章.我们提供了本书所霱的藥含.关系函 
数、实数轴和欧几里得空间等背景材料的概述.已经修过醺积分系列课程并箪握了本书 第拿的 
内容，且在数学 h 有一定素养的学生，就已充分怍好了选修本课程的准备.我们认为，本朽作为 
拓扑学的人门课程，适用于 本科生 一学期或两学期的教学.也可以怍为研究生的<门 课程. 

如何使用本书 

点集拓扑的栈心介绍可以在本书以下章节找到： I .】 〜^ 丄 1 〜 n l 1 ’ 

4.2, 5.1, 5.3* 6. 1-6.4. 7. 1-7.3. at 

对采用本书作为教材的任何课程，我们推荐把以上这些章节列入课 6 的 ftL ° • 」 

本书其余大部分材料都來自这些章苷的许多结论. 

除了这些核心部分.我们试随本书的其余论㈣ 此…在后面 的表中 •给出 M — 

论鼷之间的 关系. MIS 挪了 _的、有意义的. 

对本书核心部分 之外 的每 r 拓扑学论卽及每•， 

引人人胜的介绍，希望以此激发读者的兴趣.井为后邛 •十 .以及其余 t 货的 几卜附 
对于一学期的拓扑学人门课程，应该包括第书的令部附加 ㈣ 和 
加课题.随后的课程安排可以采取各种形式 • 既撕加的 ifewQ 用进厂了探 l7 . Ir 
也以采取讨论班的形式进行.在讨 论班卜 可巧方面《取 MM : 

发表对这些问题的 e 法.在每次讨沦 班上. 在拓有学生的毪研免 ， 4 s 
自本书提_我们还认为，这些__ ㈣㈣ 有^ 

生或教师的进一步探索提供有益的介绍性柃料. 

金节之间的关系 ^«»第卜1的嫌心印 4> "点讓讀 

本书的使用可以有许多方式.不过 • 我_然准純 


的|^|论. h 灸烚出厂各论雄之叫的足系，以 泔助汍 起戏教师桃出 所酹 的，钕心拙, 
U 外的课明.并选抒^适的学习崠序 • 关于此衣，故代患以 F / lt 芻点， & 

• 与峡心 W 料所对成的章作兮 • 加《浐以标扦. 

• 没飪鏵 供箏丨♦之间的柑豆关系 • 仅炝出其中每•章各作之向的相允关系 
• 以弟？；〜 H 铁的附加课尠來说 • 第丨、7 $的核心 M 料垃+叫或缺的， ( IIJlI , ^ ,^ ? 
挛作柃心的节中没"第《〜14々岍需的付料 （除 广儿个衫屻中参 r y 厂所滞的料^ 
外>.^此.在此 友中. 衣 传知第 8〜 M 负如时依赖^奶丨〜7牵. 

• 提供/第 8 〜丨〗取之间以及舟一$各节之间的依赖关系. 
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4摩凍形与宇寊学 

ft H. .4 W 水蝤 WWW 论 * Du 飆请 tBBittft r 单 it 通 ft, iin 
9 . 51 V 屮 HiM 出 的论翮 除此之外，冬 •bit 他拳的论明无金 



^ItT ■学是作为-门 ㈣ 数学来 ㈣ 的，我们健 了 ㈣ 的 理和” 

在第卜 7 ㈣ 核心部分 • 对所有的定理 H 錄度置化定埋外）^ 

安排作为 ■• 这■埋 的证 明主要純据定义和以_定_貞 ㈣ = 
时所 给出的址明中，我们试 ® 为读者提供疱例， ㈣ 习趙中的证明路时 a]imil ^ 
阋读、理解这些证明，并且把它们的推导过程写出来，是学好败学的至关 f 要的方面 

在第 8 〜 11 章中，細对所提出的—夸定理不加以证明. jftj 另外-片给出此明的定理也 
未包含技巧 t 的细竹.之所以这 样做. 是因为这些证明或细节要么潘要超出本名电頃 的离深 
丁_具，要么背景特殊并与课题的适当展开显得有些格格不人.我们#望在第'〜^章中.用 
较少的篇幅对论题进行介绍，并希望这些介绍能够 it 读者感 到淹飪 自如. 在证 明或细节省略 
的场合，我们通常会告知 读者. 在哪里可以找到与此沦题有关的进一步信息的其 他来氣 
拓扑学是一门髙度可视化的 学科. 因而在研 究时. 图示对一个论题的理解常穹是有益的. 
我们有时通过图示把 t 证明中论证的几 1 、部分连贯 起来. 住拓扑学中这是漘阕.但是这样 
做既有优点又有不足.优 点是. 它使得朽中的材料融会贯通.为一项研究工作或一次 教学活 
动减少需要明确告知的细节：而缺点是.特别是对像本书这样本人 n 教衬来说.可能会给 
人一种印象 • 即拓扑学似乎主要是关于•图形的一门学科.不如数学的其他播域那样严格 . 1 
要的是，要把图形的背 g 总是存在规范的数学这一点牢记在心，而且如 t 需要. 可以 提洪为 
完成由图形表示的论证所霱的必要细节. 

图不 

正如之昉所提及的，拓扑学在自然界中 1 十分直 视的因 此.我们提供 r 许多图小来帮 
助读者理解所提供的村料.而这些图示的内容认上下文来看应是一目了然的， 为此額 =用 
了几个与阳示中所用的尽可能-致的约定.下面用本书傾定义陳学料貌似柳 t 
一般的拓扑空间拓扑空间主要 1 为本书中所提出的理论而设 
置的.通常用空心矩形（黑色 边线） 表示一个一畋的拓扑 空间例 
如. 图 1 示意了一个集合 . 4 玍一个一般的拓扑空间 X 之中 • 

平面平面是本书所用的主要拓扑空间之一.在中 • = 

面通常用无边线的灰色的矩形或平行四边影来表示.例如，囹 ： 

示意 r 平曲中的一个俱合 a - 在一神情况 t 貞接曹作是平面， 

在呙一种情况下 SJ # 作焐一个具有傾爾的平面. 









































i » 维球面 3 维欧几里得空 间也是 本朽所用的主要祐扑空间之通常用一个示息围来推 
述；维 V 间的罐 o . 然咁，仔时为广强调示息阁的环境 位于] 维令间 • 将-组 : H 維的坐标轴也 
包括在 示意阁 •之中. 例如， IS U 所描述的球面不处丁-特定的环境 • 或口】由卜下文判断筠所处 
环境. 血围 3 b 所描述的是在3维交间中的 — t 球向. 


<0 




▲ 

a> b) 

图3 —个球面和在3维空间中的—个球面 

开集与边界被排除在外的部分拓扑空间是汗 集族. 在图示中，-个幵集用由虚线边界 
岍闱的一 1、集合来表示.这个约定反映 广一个 事实，即开集不包括边界.虚线也用于表示_ 
个集含的不包括在此集合之中的边界部分.在图 4 中，集合力是拓扑空间 X 中的一个开集： 
集合 B 是平面的一个开集；而集合 r 是一个正方形形状的平面集合，它包括正方形的左边和 
右边.但不包括它的顶边和底边. 


阳2平面中集合 .4 的两 种视图 



图4集合 A 与£1是开集•集合 C 不包括顶边和底边 

电线还用于表示图示中所隐藏的或背后的曲线（如图3所示）.通常，这些虚线更细 、吏 
短.根据 J ： 下文，这些虚线所表示的含义应是一目了然的. 

挖去的点一些集合偶尔是从其他一些集合挖去一些点而得到的.在图示中，从一个集 
含中挖去一个点，通常用一个小的虚线圆来表示，如图5 所示. 



曲^挖去个点的个圆周，挖去 t 点的一个平面以及挖主-1、点的3维空间 
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第 0 章 


引 


论 


0.1 拓扑学是什么以及如何应用 


拓扑学是所有数学学科屮巖活跃 的一个 领域.按照传统的说法，拓 tl •学 （与 代败卞殳 V 
析学一起）被认为是基础数学的三大领域之 一• 近年来，由于许多 数学家 和科学求把拓仆伞 
的概念用于模拟或理解 现实世 界的结构和现象，拓扑学又成了应用数学的一个 ffmbUTvt 
在本 朽中，我们按以下两个方曲来介绍拓扑学：-迻怍为一门基础学 K 的传统 方法； ： r 4 fi 
为应用工具的-种有价值的来源 • 按照应 W 的观点，我们发现拓扑学既实世昨的问遇？ 
生影响，义影响着其他数学领域的种种成果. 

拓扑学脱胎于几何学，推广了它的菜鸣观念，并抛#了出现在其中的裝苎结构.从7曲 
上看，“拓扑学，，这个询葸味着关于配置与定位的研究.拓扑学研究形状及其性质 * 变 1 〖和它 


们之间的映射 • 以及把它们组合起来的构形 • 


拓扑学通常被称为.•橡皮胶布聽学' 在传统的儿何 学中， 把_阅. ㈣ 平曲和 
多面体这样的物体雜_,明确定义了点与点之 闽的 ㈣ • 

拓扑学与距离以及■是不相关的.如果物体是由橡皮_， 能够认 . 
扭转、拉伸、收缩，或若相互变形， ㈣ 我们不允 ㈣ 体撕 种. 
形状.从几何透视来说它们是不 同的* 而在拓扑学中却认为它 ⑽ r . 


如果由橡皮制作，那么就可以变形为其余毎一种. 

何二 :把我=== : 卜二二 



^ (fl u . 2坏 ds ) 離曲终妒拓朴壜价 

mo . i 拓扑学家认为这4神物体纪等_ 1 e；(jf 

通常说，締学家 （卜 t •油_饼与 微 _本0_ 141 
个咖啡杯能$形为-个油炸__状.按注的用 


图 0 . 3 ). 
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图 0.3 —卜咖啡杯与一个油煎圈饼垃拓扑等价的 


对于这种橡皮胶布几何学居然在现实世界这么有用 ， 你可能会感到惊奇.这种想法很琴 
常.通常.在一种特定的场含’当我们把一个物休认为是可变形的 时候， 保持这种性质鱿很 
有 ti . 而当我们把一个物体，与作刚体时.保持这种性质就没有意义广 诚然. 拓扑学家不 
能区分油炸圈饼与一个咖啡杯，但是拓扑学家却能够-—我们将看到这对于整本15 有多 
么重要-辨别和使用这些物体所共有的性质 • 

ii : 我们快速浏览一下拓扑学的几个课题，以及在本书中提出的某些应用中它们所起的怍 
闬.我们在这里介绍的所有溉念，在随后的各章中将更充分地加以_述. 

拓扑空间与表型空间 

我 n 在拓扑学中研究的对象称为拓扑空间.它是点的集合，对于它们来说，点与点之间 
接近的概念，通过指定一组称为幵集的子集而建立.直线、圆周、平面、球、环面以及默比 
乌斯 ( Mobius ) 都是拓扑空间的例子 （见图 0.4). 在第1章和第3章，我们将明确地定 
义拓扑空间和它们的开集，还将发现在各种环境和场合如何构造拓扑空间. 

表型和基因型的槪念在进化生物学中十分重要.每一个活生生的有机体，是内部密码与 
珂遗传信息（基 因型） 的物质性的体现 （表 型）.从一种表型到另一种表型的进化演变，按照 
它们相应的基因型信息.通过称为突变的改变而实现.我们很想有一个表达一种表型与另一 
种表型相接近的概念，以反映一种箪因型突变，为什么能把一种表型转换为另一种表型.在 
1.4 节，我们通过从一个表型的集合来构造一个拓扑空间，从而描述分子生物学家是如何建立 
有关进化接近性的槪念的. 

地理信息系统中内部、边界与区域的关系 

给定一个拓扑空间的一个集合，与它有关的两个集合是内部和边界.对于空间 X 中的一 
个集合.4,我们良觉地认为， A 的内部是由 A 内的点近旁的点所围的那些点组成，而 A 的边 
界是靠近 A 或靠.近位于 A 的外边的点集（见图0.5〉.在第2章，我们将用开集 正式定 义内部 

和边界， 



明14各祌拓扑空间 


ifl 0. 5 集合 A 的内部和边界 


地理仏 赵系统 这存 储或处理现实世界地理信息的一个计算机系统.一个地理 h 息 


论 


系统，必⑽ mu ， •.如河___.⑽播盖⑽山大 —• 
N . 为此，⑺ S 要能 ㈣ 分陆地之间相关联的范围，此外 • 味 ㈣ 的着陆？这样的尚 

一对祕所满足的特定关系.則,._ 将根据 集合的内部和边;1出来知 
些关联的 ㈣ 集合 八与集合朽 ㈣ 它们的边界岐 . $么我^7== 
“接触 ”• 我们_0. 6 米图祕种关系，細_按照我_提_模^；；^；其;^此 
流形与宇宙学 


一个 n 维流形是一个拓扑空 间，局部类似于”维欧氏空间.例如一个〗维流形 ._ 
似于一条 直线：一个2 维流形，局部类似于一个 平面： 一个 3 维 fl | [形. 局 部类似于一个空 
间.等等. 

2维流形亦称为曲 Iftl . 球 I ® 与环面是曲面的两个特例.位于曲面一个幵集内的每…个点, 
拓扑等价于位于一个平面的—个开集中的每-个点.（见图 0.7. > 


•M 1 

1 B 

1 

卜叫 

/ I 与 a 不相交 

.很 ttlB 

m 于 b 

[ QP 1 


A 

m 


1 1| a 1 

.4 在 fl 内 

包含 B 


.4 与 相叠 


图 0. fi 集合 A 与/1之间各种可能的关系 



a u .7 一 t 曲 面与一 卜早面 在局® 似 ffe 相同的 


地面上的居民可能坚信，他 111 确实生活在一个平面上，由于 他纟1 在局部范围听看到的似 
乎就像在一个平面上所看到的-样.（这个观念在一本 U 世纪令人感兴趣的，由 fdwmAb 
bott 所著的 《 Flatland : A Romance of Many DimenMon ^. 朽中首先被提出 1 .巧而.地面上 
的居民通过研究他们所在地球的 性质. 就会推断它的全邡 形状. 因而能与一个平面，以别， 
很自然地，以类似的方式 • 、们感觉到，他们生活在其中的宇宙.€-卜.，维欧_^是 
由于人们在局部范围所察觉到的正是 如此. 宇宙学家试@通过研充揭，球整，， 

些性质，来确定地球的精确形状.在第14章.油将 f 察 1 雜形. _ |] m : ⑷ 
家相接近， M ] 选用的方法是 • 确定棘 航_城_状的 ㈣ 

嵌入、句结和 DNA 

嵌人是一个函数.它采用一个拓扑空间，并把它的- 个 ㈣ 放 U 〜‘丄 
我们用图 0.8 来图示在3维空间嵌入两 t ® 阇的结^ 被嵌&的圃間却 

这些嵌人看上去明显不同.在左边,被嵌人的 二二 .祕 
孓是纽结的.研究在3维空间嵌入圆阌的学科称为纽^理化. 

们彼此如何相关联 • 是拓扑学这一领域的■要方亂 ; 正如在阳^中所见判 的， 

在纽结理论中 • 人们对它实现的基本运藓之是^ 亦忒 卜面一股. <M 

我们改变交叉，让上面一股变成下面一股，或让下面一 


G ‘ 一 1 M •知名的 HB &, — ift 飪 











































tta 络.这_运算会产生仆么故明 呢? 



fflo .8 在3衫_人_ ,fi0 * 9 


我们发现， 1. 述同样 的运味出现在细胞俠分户熗次上.脱奴 K 钠 K 妝 1 r ) NA ) 由 I 教 
，好幌_ ttue 的、細小的 分子. 这种飧匕的绞找仵细胞 H 内來满.它的填塞状况相 
气于把 200 km 的杓蛘寒人 ttltt 球之屮. 

为厂使 t 命过柙得以延续•细胞的生物组织必翊能随心所欲地後近以及操作 DN A 分子. 
因此，细胞有 效解幵 DNA 的能力，对它的生存遊 至关取 •姿的 ♦ 细胞 K 的内郎存•称为明的分 
子，它 fil£ 物学的「良.这螯觭中有些 能在挪 A 内形成交叉改变，他它解 M . <1- _匕切 
割 Q 躑在 一t 蛉》I:的 DNA， 在那1它自身交叉进而歎新绞缠.从时交义成相反的类亂 U 
近以 4:. 新的化学疗法代评商提议 • 在鵑产生作用时对它加以抑制，从 (M 阻止痛的 l)NA 肉身 
取 t. ft 们将在第12聿中讨论妞结理论及其 应州. 

不动点与经济学 

对于把一个拓扑空间映射到自身的一个函数，如罙仵空间内有 个 特定的点，通过这个函数映 
射到自身，这个函数就有个 f 动点.例如 • 庄 Wo. 10中,点/»是图示函败/的 -1" 不 动点. 

不动点瑁论是拓扑学的个1要锁域，它涉及诸如“唧忡把-个拓扑交闾 映射到 自砵的 
mVi <] 1、 f 动点 ?”， •.哪 - 种祐仆空间使得把它 映射到 I '!身的柯 -f 連鲅 蚋数都右一个不动 
A •， il 样的问幽.在这个顿域 M 於名的 结恥. 進布劳成尔 ( Brouwer ) F 动点定观.它哳 》 Y •介 
k t 闭 《维球1;的连续函数有•个不动点. 例如. 在丨维的情况，把 f 闭 K 阀 映射到 技分的 
场 - r 连续函败有，个不动点.在2维的情况》把一个脚啟映射到自身的每个迕绒闲 * H < j 
不动点（轧图 ". U ). 作第 h 搴和第 U ) 哦 • 我们将分別讪叫 I 维和2雄的结粜. 
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W I ).… i^tk / <1 i 1 M : 动点 /• Itl u . 11把 K N 映射例 WN 成把 WIM ^ ,VI) 

lM|_il 續冰教必心 


<• 济 m'w 系咣屮 • tiiXi 消併 朽和资 物以岐 x ： 的 m . tw ， ( 
lf > |!, <' a 物的价格衫耐货物的 A 4?. 诎常， < Yhi 近的伪衣.变 W 的 ^；5( V ，_ ilVd ( H 的 
mi 例如. 近期知缺的 成用拓 扑学教 m 的 价格任 《坻的将来会 铌高. w 济肀农所妍 


-的 m . r 鱭 

,___• <繼高求霸，、咖厶_ “⑴. 

_「这柃济怏唧.外论 w . 均衡伏态玷舯〖能亨賴. 

布费臧尔心动点记脚的站论玷 - 忡<|尖办 fi 忭的坫论， t ^- r , 

•棘位卜 m 处.• ㈣ 的 . ”，•峰二: 

,, w <. iu 岭坫沦的化 件的沦 u •导数 r 拓仆 y 1 u 的汝 in ，道的 

山 r 鋒__，》_» HVMjl . 

_外赃 ㈣ 果‘ •《. _卞促01 ㈣ 的 mw ，， u.num 
a 的好陳虹、"〖錄. _‘ u 


拓扑学的故以 t m 
to I 命认适，的拓扑结构和 x 系. 


C2) 出戎定义拓扑肀概念，并严格证明拓扑嗲的钴论. 

( 3 ) 应 fn 拓扑嗲的 m 怎柙铕论得出鵷论. 

rn , W 穿全15,我们栴采 用有 迨拓仆 卞的以 T 的 H ft « 的嫌^ I，心 r , 

视点及庇用的规点. 

按照公 认的视 点， 我 们托 觉地认为. 扣扑学 B 柯 t 形状 *1 亡 m 的 nmm 妖础 w<r 4此 
扰是，我们研究观丈 t 样的系统，作槲此作出 fl K . I ； fllW ^ iC . t '!. IVi 'MHII 

的拓扑 学方*曲. 


拓仆学的调论视成， ft 把拓扑肀作为-种从础麩的叶 
发 构建这 押论， 性 傅我们在川 ftir 视戒进 fi 研究时 • ft 恰，地 七 s 概 y m 叫.认_成 
们仃 合逋的理论轶 础用來 女彷 按照戍 w 现 A 所 HH1 的札 I u ⑷、豕 

jh 后,在以侦用的视点来研究妬扑乍的戍埘糾，錢我们畸’ 11 此 

之舫讨论过的此例 f , 使我们已切_对过即轉嫌 _• … w “_ 狂 

此外. M\ib 呤 格<1 敉卞的11他渖城屮.卜 MUH J.HHM i . It ' hn - l > 

(系. _. nn_m <hi m • i <5 -I m f ! ^ ^ ^ 11> ^ <♦ 

• • 川拓 f 卜嗲槪念来定义动系统中的鸛热 1 1 峰永“ 


历史一繁 , H IV , 

AJI 公认，如时』|创】 - fh 败卞 求欣 W 山 • I 心 1 w,%l,tlrJ, 1 r，l](}9] _ - - 


济问迪. U . 我们伙速埯浏论卜这 

(\ IK llUii ， 条蒲 铒格尔 H 嫌过 W 鱗 
1 的呀 圮斯你(今俄妒 斯加屮 r 格勒> 域， 
这备河流把城巾分为4 个 分离的坏域 • A : 
咚桥妒踌纗 u 条洵流 ，II mu 丨 m 州 
逐汴起 ♦ 如明 0*12 所小. 
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能走过-次，有趣的是.居然没卜个、 能找到 ■的搜_线. 

上=埋⑽ m 欧位的注意，他麻识到*純一个 ㈣ 新的，妳为“位寶/1何学” 

的数 .•’ 凍 m 出现了一个无疑被认为是萬于几何学的问題，然而在打算解决它时， 
ft 孓要求岣定 教量. 又孓要术进行教量上的计算 * 因此.我毫不忧豫地把它扫于 
H / L 何学主要琢因是 • 它的解决仪仅需要考應位置.而计算是没有用处的. 

欧拉时这 t * 问 题进行 r 分析.并 ill ： 叫了按照始定的区域賴梁的 ㈣ • 通过漫也走过七 
桥实现賴全祕路贱不純的.^ 13 - 1 細将 H 轉这个问题 • 

在此旨长达一个半世纪的时间里 • 有许多有名的数学家追随欧拉的这项最切的研究•对 
位霣〗 L 何学作出 f 有价值的贲献.其中有岛斯 （1777 1855)，默比乌斯（1790~】868 、利 

斯廷 (1808-1882), ^ ( 1826-1866) 与克莱因 (1849-1925). 以上郎是德国数 学家， 

此外 • 还有法国数学家庞加莱 Cl «5 l - 1912). 

“拓扑学”这一 t 木语貧先出现于1347年利斯廷的论文“拓扑学的初步研究”之中.但 
M 这 t 术语没有被广泛使用，原因是由于这门学科在几个世纪以后才被正式确定.几何学的 
浚-新领域始初被称为•位1分 析"， 庞加菜在他1895年的标 题力 “位置分析’’的论文中. 
ft 提出了这 t 名称.他是这样来阐述位置几何学的这个一般原理的： 

围形的比炯全都被取代.不过它们的各个组成部分不一定互換，但必须保持它 
们的相吋位置.換句话说，人们不必担心定量性质.但必须关注定性性质，碑切地 
说，就乏关注位置分柝所涉及的那些性质. 

19世纪在位 E 儿何学方面的许多成果都来自应用问题的刺激.其中有麦克斯韦尔 
(1831 1879) 和奉特 （1831 — 1901) 关于纽结 （源 于化学研究）方面的研究、基希笛夫对电 

网络的研究 . 以及庞加莱对天体力学的分析. 

在世纪后期及20世纪初期.一邺数学家作出的许多贡献.推动 r 随后很快成为拓夺卜 
学领域的这门新兴学科的成长.这些数学家是布劳威尔 (1881- 1966), 康托 （1845 — 19 l 8 h 
弗雷歜 U 878-1973 ), 豪斯多夫 （1868 1962〉、庞加莱、里斯 （ 1880—1956) ft 外尔 

(1 HH 5 1955). 1914年豪斯多夫的著作《点集论纲要》介绍了拓扑空间的公理化基础•从而 
开创了拓扑学怍为基础数学的一个分支的全面研究. 

几乎移个2 ( )世纪.拓扑学主要作为基础数学的一个分支而加以 发展. 然而，在近年来， 
拓扑学的咴用戊剧性地增长，我们将在以后各章展望这两力•面的前犋. 

在丰章其余各我们冋顾菜些涉及集合、实数系、关系以及函数的槔丰论题.它们 A 
令 B 屮起 A 申耍的作引.这邱内容的洋细阐述 u 了以 在一些 介绍楱础数学的教科朽中找到 . M 
如 [ Wo ] 和 [ HumJ . 

03集合及其运算 

办冬竹，我们考虑集合以及它们之间的关系与运算. 

找 m 在令 ft 使用垅的你准农爪法来定义集合.我们采闬水语元索，它的含义 11 


论 


合的成员，记为友示 I 为八的一个元素.在拓扑学中•我们所 tp :—一 

点樂. 含， 我散替使 用元嶋这两个名件他元：合 H 都•是 

我们用 K 代表实轴或实数集.我们便用的 R 的重要子集.右正实敢集 R 
格数 W 以及有理数集我们约定，实数系的所有赛木代数性质和有序性部成^亀 2 ,正 
人们把匕述这一性质 I 有序性）表述为，每一对 实败之 间有一个无理数和—个有播敦 
这一性质在探索 t 线的拓扑结构时珐很有用的.由这个性质。了得出，存在 -. tRt 接近于每 
一个实数的有 理数. 因此人们说 • 有理数集在 R 中足稠密的（见 2.1 节、龙似地.无 理敢集 
在 R 中也是稠密的. 

另一个性质是，每一个实数是区间0， FI +1] 上的一个 元累. 其中是整敗. 

实数系的一个十分确定的性质是上确界性质： R 的每〜个子集向上有 >上鴯羿与送 
个性质等价的是下确界性质： R 的每一个子集向下有一个下鴯界.一个 t & A 的上碥界与下 
确界分别用 luMAh glb ( A ) 来 表示. 

对于 R 的各种区间.我们使用以下标准符号 c 
(a, b) — ( jr € 1 RU < x <6> [ a . 6] = •■rf 

[ a , b) = ( x 6 RI a^：x<b) ( a . 6] = i j€R 

( a * co ) — { x ^ RIL a « 00 ^ ^ -^6 R 

(- oo t b) = UeRk </，} ' • >' -« 

区间 （ a ，(_ ' • 6)， U . 称为开区间； [“• 6]. I ，6」你为® 
区间： [ u ， ft ), (〜 6] 称为半开区间•形如 W 的区间 乂称为有界闭区间 

对于集合八与丑，如果 A 的每一个元素也是朽的元赛.则称 V 的一：子集 d 勺 
ACB . ^ACB 0. BCA , 则集合 .4 与 B 相等- id 为 I ? ACB , a Ad . 明休褰含 

A 是 J 3 的真子集. 

我们经常要处理集昧 • 特别是加标集昧，它们的定疋 如下： 

定义。 . 1 设 D 是一 集合. 假定对 f 。中的每’元*^有一二 4 从狀 
^ eo , 由 s , 组成的族 r , 你为加标集族•或由 0 加_的篇族 W 卡 
集.明 （ s 儿 ㈠ 表示篥族 t ' 当知标集自明或不需要泳 

例 0,1 没 r 是阿肯色州市镇的氣会，对于每 n r . 村 d 

合. 没集合 B , 与 B , 共有一 1^理发师，知果一1发以在: 

円貪色 州的一个市镇开业的理犮 师的篥 婊中的每一卜緩才二 必一 . _ 咖•”十丨. … • 

_誠的—种 ㈣ 祕， ㈣ 于 ㈣ nr 士」的情况 

此时，我们也把加标集昨记为 I 艮^还蚜能 m m 治嶔奢集縯 • 

定义《.2如策对所有的丄 S ^ IC 5.， 

例 0.2 当 r » ez ’ 时.区间赛 [ 1 "• 1, " 4 

定义 0.3 

<n isur t v » l 集合. P 与 V 的并集为 





y ^ es (j?|j- 6 L/ ; 

而与 V 的交集为 ，^ n a .a 

l ； f ] y » ixj-r ^ ^ c ^ 

⑺设必 W 是-个加标集族， 叫的并 是集合人 

( Jv ,^ { T \ reu ^ 吋于某一个⑼ 

^0 

而 U , 的交是集合 ^ 

P | t ； w * < x | j 61^. 对于任意 ⑺. 

我们还分别用⑽与来记并与交. 4们把这种类型的并称为任意并，把这种类型的 

交称为任意交. 

例 0.3 A 是«0.1中理发师的笔故.⑶是在阿肯色州某市镇开 ㈣ 理发 
师的 H 苦门 B , 不是空蘖.则在这扣交篥中的每个理犮师在阿肯色州的所有市锒都开业. 

例 0.4 Gir 中的每个 r , 若 匕=[ 一 r , r ], 那么 1 JU = R , 且门⑼. 

r €： R ^ R 

苦的加标集是一个整数集 • 0=={ 

分别表示为 n 队与•除了 m= 


及 


2+1. …，^,则我们还把集族的并与交 
的情况，我们称为有限并 y 有限交. 


定义 0.4 

(1) 设焱， B 是 集合. 苦则称 A 与 B 是分离集或不相交集 • 

(2> 若是一个集族，而在此集族中的每一时集合是不相交的，那么，我们称此 
集族中的集合是互不相交或相互分离的. 

当我们在证明一个集合是特定子集族的一个并集时，下列引理很有帮助： 

引理 0.5 <并引理）设 X 是一个集合， C 是 X 的一个子集族.假定对于每 一个， €乂， 

在 C 中有一个集合 A ,, 使得那么， [ jA r = X . (见图 0.13.) 

x€X 

证明我们证明 U 弋 CX , 以及 xcIJa ,. 首先，由于每个是 X 的一个子集•于 

xex 省 ex 

是. U 圮 cx . 

▲设 W ， 那么，在 C ， 中存在 a y , 使得: ye 次. 因此 yeA , 匚 IM ,. 由于: yex 蕴涵 / u , 
九. 于是， XCUA .. 因此 UA , = X , ' 

例 0 .S 考虑 R 中的一个区间套 C ，= H 0, 4 + l ] U *. 对于某一个 Aez , 每个 
[*， j + 1] 的一个元素，因而，并引理蕰涵 R 是 C ， 中区间的并.（见图0, 14.) 



严 1 h 鼇合 X 是<-篥八，的并 ffl 0,11对 f 实敢樂是所有形如 ㈧ 的以间的洚 


芘乂 




H 相对于 A 的朴槊是 A 的 子集. 例如， ^ AdB , RD a 
城 ij - B 二 A . < 见册 ()• 1> 


若為与 8慝不 相交篥 



(Q) 




作随后的各 彔中， 我们常常在一个固定的集含 X 内进行运算. 此时. 给定 . x 的一十子褰 
fl , 我们将 “ B 相对于 A 的补集”简称为的补集 

相对于 A 的补集 • 也称为 A 与 B 的差集.在数学文献中•有时哀示为4艮 
定义 0.7 已知两个集合八与月，我们定又 A 与 B 的积为集合 
A X B = {( a ( 6) ! a C A«ft ^ B . 

的元素是元素的序偶，一个来自 A ， 另一个象自 B . 

重要注释 （《， M 常用于表示 R 中的一个区间，也用于表示相 A ' fi . 其*幘‘又银擔上 


下文的意义而定. 

注意，若 .4 有 m 个元素 • B 有”个元素.那么 A 、 fl 有⑺ .”个元素，我们仍樣吋有限 


个樂合进行求积的运算.定义如下： 

定义 0.8 集合 A , , A : •…， A ， 的积是集合 

A , X A ： X — X A . = {( a , ， fl. •“,•••.•《•) a，e 人 .* = 1 
积的元素是 《 维有序串.各来自 A - 
以下是某些与集含、上述关系和运算有关的重要規津 { 

定理 0.9 吋于集合 A ’ B , <：，以下法則成立： 

分配律： ^ 

a n u = (^ n u < A n c ) 

a u (fl n c > = (a u 抝 n a u ◦ 

A 入 u O (U u ( A ' 1 > 

a x cb n n - <a *. 扪 n u 、 0 

A x (B - C ) - cA > B ) _ (A 〆 O 

德•摩根律 1 . 0 

一抝 ntA 

- ( A -扪 U (. 4 - C ， 


°-4 欧几里得空间 

在拓扑学中最常用的-种 鼷合是 « 


(有时詩娜找问 *♦ 

















平面皂丈教十偶的 癟合. 记为 R * 

r =» < (t,. / . > U、6 R 

S 此 It t 积 R、R (见田一 
通常， rU 实数 轴拷_ 积.它是实数"元串的集合 

r = u . •人 ••••* r « > I q .** 2 ••• ，工” & R 

我们称 R 匆 ri 维欧几里得空间， 简称 《维空间 .点（ 0 ，〖>，•••， 0) ^ R 称力 原点， 记为 q 
在 R 中测 量距 离的标准方法 是用欧氏距离公式，它的定义为：对于 P 办， “•， pJ 


与9 = 1 ， •••，9*)* /> 与 V 之间的距离々 



< Ap ， V ) = /(久 _91 ) 2 + *•• + (/»"' 

对于 R 的情况.如图 0.17 所示. 

- v *) r » 




dip . q ^/ 



(0,0» 




图 0. i 6 平面 R - = 1(7,.*) I山,々 e R } 图 0.17 在 R * 中测霣距离 

欧氏距离公式满足以下3个重要性质，因此被称为度量： 

U ) 对于所有的 p , <?6 R ", < np , q )^0, 当且仅当 时， cUp , «)=0. 


(2 i 对于所有的 p ， qeR \ dip , q )^ cUq , />). 


U ) 对于所有的 p , g . r 6 R " * dip* r)^d(p* q)- ) rdi.q% r ). 

在第5章，我们将讨论度量及它们与拓扑学的关系.我们把每个 R ” 中的 r 看作是”维空 
间中的1、点.也可以认为是 n 维空间中以原点为起点的一个向 1. 无论何种 情况， 我们都 
闬 1 ^二/^彳了 7771 ^定义 _ r 的模.我们既可以认为 x 的模是原点到点 J 的 距离，也可 以认为 


它是向量的长度. 

定义 0.10 对于集合 ACR ”. 如果存在使得对于所有 j ： eA , 都有丨•則称 


A 是有界集. 

若集合 ACR ' R ” 是有界集.则存在 CT 6 R . 使得对于所有的 P , …都有 

定义❶ .11 对于集合 A 匚 R ", 如果对于所有的 p ， geA , />与 g 之间的线段都在八中 


tl 称 A 是凸集. 

例如，在图 0.18 中，集合 A 与13是凸集， 
⑸隻合 r 不是凸集，由于在（：中有一对点，它 
IU 所连的线段不位于 C 中. 

定义 0. 12 

u » K 中的一个半空间是4足线性不等式 



而集含 c 不 & a 讓 


II 论 


- - - 9 

的.表（ XI , 的集合，其中办和每个《部是实教•夏 a ^ 

⑺ R . 中的一 可剖分空间是 R •中的有界子集，它是 一卷丰 空网的一今不认 
在 { U 0. 19 中，我们图示了 1绝⑽分空闻 • 2维可剖分空 H & 
aj 到分空间是一条线段，-个2维 PI 剖分空间是—个多抓它的边界由^ 壤 
个 3 维可剖分空间有一个以多边形绀成的曲曲 •， 这些多边形在®点和边 处相连 边钥成 
定义 0. 13 记为 S •的 n 维球 面走在 R •，中与原 A 距离为】的支的集合•因故 

S " ^ 6 R' It* 十 …+ 匕 ：1 ° 

1维球面 S 1 亦称为圆周，2緣球面义簡称球面.（見图 " 20 1 

/O ⑩./⑽ 


囝0,20 0蝤球由，1蠼球酾豳阑、角；:蝤球 (D 


ffl 0. 19 1维、2维. 3维可剖分空间 

若 Jr=(JTl ， - C 2 ，…， ) 是”维球面 t ： 的一个点，则点一 •!■=< &• -Xt ，…， X ,-. ' 

是 _ r 的对心点(对径点），或与 J ： 对心的点.因此》 * r 的对心点是《_球面上 ifid 睽点相 
对的那个点. 

定义 0.14 n 维球记为 B ' 定义为集合 

B* = < (j t 6 R’ + …+ Z < 】 _ ‘ 

2 维球就是圆盘. 

此外 ， n 维开球 B ” 定义为集合 

D- = R. Jrl 十 … 十夂 1 . 

2维开球称为开圆盘. 

05关系 

定义 0. 1 S 给定集合 X 和 V ’. . w - D 若 u . vid 

(1) X 与 r 之间的关系.是积入 ’ XY 的一个子集 《• « t 于一个关系尺.著' 

則称 J ： 与： V 有关系，记为 xRy . 

(2) X 与 X 之间的 关系. 称为 X 上的一个关系入 .， h K 

在数学上广泛使用的一种8要关系是等价^ ^ PlAu . b . c , 爲之以以曹•‘ 
定义 0.16 的一个关系〜你为等 价关系♦如果•’ 

( 1 > “ 〜a ( 自反性 > 1 

(2> a 〜 hB 涵 b 〜 a (对称性>« 

⑻ a 〜6且卜 r 技法 “〜 r (伶邊性、 由 的途 1 
例 0.6 W 是此时（美国）衣阿华州 
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素， 记今 *2 〜我们证叫，〜是在 D 上的一个等价关系‘当然每一条狗与自己本身有关系 
西政自反性成立 H *果巴特斯 f 斗奇与寞戈有同一卜母 # ，那么宾戈与巴特斯科奇徒有 
同一个母李， S 此对稃性我立 • *此得出.〜是一卜等价关系. 

例 0.7 仍然设 D 是此时衣阿华州社标免市所有构的嚷合.但是现在定义一个关 ft 为 
aLh , 沒定抅 uf 经舔过挎&这#关系虽然没有敎学的确实性 • 但自反性很可能成立 .尽管 
技篆圬一次又一次離过自己，但布基舔过戴西并不 f 味着反过来戴西舔过市基，所以对钵括 
不一窆成立 • 同样 • 即陡市基蜉过戴西，戴西舔过佐伊 • 隹并不意味蓍布基舔过炷伊•所以 
所需的传邊性也不符合.因此，关系 L 不一定是等价关系. 

例 0.8 在 R : 中定义 （ Ph /»3>〜（奶，</3 >• 如果 

我们 ii 明上述〜是一个等价关系 • 

(1) 由干 pr 十十屮, 由此得出，对于所有在叱中的 （ A ， /^， （ A ， 

(2> 如篆 (/»,. p ： )-(</!. 咖），则久十九+ 叭， 由此得出屮十奶二九+/» 2 ,因而 
[q , I ?：,) — (/», . p . ). 因此，对子所有在 R 中的（办，/>:>，（9，，奶）•苦（户1，户?〉〜(中 • 9:). 

r ( 奶， q: 、 〜〈 pi ， P ： ^ 

C 3) 最后设（/>】， p 2 )〜（ Vi ，9 z >• (屮， 9r >~ Cr ,. r 2 ) •则灼 + 九=9»+扔 = n + r 2 ，由 
北得出 < p , ，/>: )〜（ r , • r _,) 因此，对干所有在 R : 中的 （ p !， 户 2)，（屮 • 92)， （ r ,， r 2 ), 若 
< p ,， / >；)-( 9,i q ：)* (</m 9 :) 〜 ， rd ， 那么 ( pi ，/ >:) 〜 （n ， r 2 )• 因此，〜是一个等价 
关系. 

己知 K 中的一个点 （ fl ,, 〜），我们能否确认它是否与其中所有的点等价？为使 （ a :,, 

与 U ,. a 」 等价，我们必须要有 a + x 2 =〜 + a 2 . 于是在平面上的所有点 ( j：i » . r 2 )， 与位 
于直线 + 1：的点 U ，， 等价. 从而，给定任何直线；+工 2 =0位于此直线 

上的每一个点与同一直线1：的其他点等价. 

例 0. 8所描述的直线族把平面分拆为分离的子集.用下述定义来明 确这一 想法. 

定义 0.17 集合 X 的一个分拆是集合 X —个相互分离 的子集 族，它的 并是兄 

正如在例 0.8 中一样，在集合 X 上的一个等价关系〜确定了这个 
集合的一个分拆‘对于每个我们定义 0] = {/> eX | p〜orh 
我们称 [•!] 为在〜下 X 的等 价类； 它是由 X 的在等价关系〜下与 
x 等价的所有元素所构成的集合.在〜下所有等价类的族是 X 的一 
个分拆.对于例 0.8 中的等价关系，它的等价类是在矿中的直线 
x ,^ x 2 = r , 如图 0.21 所示. 

我们还可以逆转这一过程.集合 X 的一个分拆，确定 x 上的 
个等价关系，我们认为 X 的两个元素是有关系的，如果它们包含 
于此分拆的同… 子集. 这产生一个等价关系，而所产生的等价类是 图丄 2 〗平面分拆2 
此分拆中雎来的那些 集含. 线^十 

例回到的0.6，我们立即发现，在这里确定的等价关系，把杜标克市狗的种群十々 
冬子鏖，其中•子無是纽标克市特定母龍有后裔的集合. 
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0 6函数 



数有关的基本定义和 性质. …〜试、禱 

定义 《.W 设 X 与 Y 是集合 .X 到 y 的一个 函…是 X4y 之网 的一 

中的每一个 x 与 y 中味一的 -v 枝 我们记 /( 心> 并称 . v 是在 7 下，的象 
j 的定义成， y 称幻 的 值域. m I am 


我们 用记号 /:入― y 表示/是从 \到>，的—个涵败 • 我们亦称时 f . 、• 

射 ，并称 /把 x 映射到 k 此外•若 /( d= y •则称,把： 映射到 f 

定义 0.19 对于一个函教/:入― V 和 A 的一个子集定又 .4 在/ 下的象合 
/( a ) * = /< jt ) •对于某个 ：E e , 

如图 0.22 所示. 集合 /( X ) 称为定义域 的象. 亦称为/■的象. 



图 0.22 A 在下的象 


函数/: A ， 一 y 称为常值 函数. 如果它的象仅由争个点组成.此时，对于所拜的 tr V . 
fU )= i \ 对于集合 X ， X 上的恒等函数是由定义的函数 V -\ V 
上的恒等函数恰好是把 X 中的每一点 X 映射到目身的函数. 

定义 0.20 已知 /•_ X - y . 点:定义 . v 的原象为集 - X '“>=、• 
而已知 Y 的一个子集 VV •定义州的原象厂、为集合 ueY / u ) 6 ' . 

对于献 /: A - y , 点: y 的原象是在 x 中经/ 映射到 -V 的点的 集合. MbL • 

是 X 中经 y 映射到 W 上的点的点集. 

例 《• 10 苦，： R^R a 


C ~ V 3, —1] U [1. - y /3]. 

下列定理叙述了象与原象、 


集合的运算之间的某些基本关系.衫朽找 W 部使 & 


算和其他类似的运算. 

定理 0.21 若/, X 是一个函教 


. J 与 B 是 X 的子褰 ， C 


⑴ /MUB)-/(A>U/ (⑴. 


C2) /C,AnB)Cy(,A)n/tfi>. 

(3) /(A 卜 /(ii> 匸 /(A-fi) ‘ 

定理 0.22 若/: X — y 是一个 系教. n 
(1) J 尸 1 CV > U / ’（取>. 


W 是 的子拳.昴么 
















K 2 ) 广 dnw = /^( v > n / w )* 

(3) / l ( V - H , )=/"' CV ) / '( W ). 

定义 0.23 

(1) 轟教 X — 1，称为一一对应的或单射 • 如果吋于每个加. f ^ w )^ f {x) 
* u =* r . 因此 • 如栗/把义的一对不同的元索映射到 Y 的一对不同的元素 • 則•/是单虼 
t 2) 函教/, X — V 称为峽成或潢射，苦 = K 即对于 y 中的每一个 ）， 存在夂中 

的一个 X . 使得/把 J 映射到 >. 

(3) 丢教眨 是单射又是满射.称为双射或双射函数. 

例 0. 11若/: R+R 定义为 fU )= x \ 那么/不是满射，由于/的象没有负教.此外, 
/ T 是单射 • 由千1本 一 i * 但/(〗）= /( —1>, /■的象为篥合 R LM 0}. 

例 0. U 苦/: R^R 定义为/<工）= 3工+1，那么我们证明/既是单射又是满射，因此它 

是一个珥射. 

首先，设比. j ：6 R . 且 /( u 0 = /(： r >， 因此 3 u .+ l =3: r + l ， 于是 3 w =3 j ：. 因而叻 
由子对子每 tu ，， j :， / 邈涵 u /= j ， 因此/是单射. 

再篏定 >6 R . 设•那么 


/ U ) = 3( 宁)+1=厂1 +卜 jy . 

因此，对于每个: V 6 R . 存在 J ^ R ， 使得 /(;o = y , 因此/是满射. 

例 0. 13若表’： R — R : 定义为 g { x ) = ( x , X ), 那么 g 是单射，由于 g ( u ,)=^ U ) 蘊涵 
( u、uO = (_ r ， j )， 因而 u ’= 二但豸不是满射，例如， CO , 1) 不是片的象. 

例《.14苦 A : R ? ^ R 定义为 Wj ：,， 1)=4,那么/ j 是满射，由于对于 j ^ R ， 我们有 
x = h ( x , 0). 两另一方面， A 不是单射，由于尽管 /»(0， 0> = A(K 0)， 但 （ O . 0) 乒 （1, 0>. 

对于每个双射函数，我们联想起反函数，它的定义 如下： 

定义0.2 4 /: X — >’是一个双射函教，那么我们定义函数广 、 y — X . 对于厂 M . v )* 
有唯一的•使得/(之）=乂函教/,称为/的反函数 

例 0.1 S 在例 0*12 中•由定义的函数八 R — R 是一个双射./的反函数 
/ •: R - R 定义为 


广 ⑴令 

把闲数/: 限定为定义域 x 的一个子集， 这可以通过以下定义菜规： 

定义 0.25 巳知 X - V , 及 X 的-个子集 A , / 对于 A 的约 束是对于每个•由 

广4(力 -/ U ) 定义 的在数 / I ” 


供 fU ♦虞 由八: >*_. 并设 A 个号， f ] d ?. 注惠 /不是单射 • 而 /U 

U 射’两它的反函數是由 / VA ⑴ w n ，< x > 給出. 

i 的闲数 • A - 个把 y 映射到 z 的闲敗，_可以把这叫个 W 


__-_ 

合，得到一个把 x 映射到 z 的 函数. 确切地说： 

AW /S 的复合函* 

94 0. 17 % /： 

r — R 羡由 


IS 


^ fu)i 


，由 / ⑴定义 ，“： R，R 由…） h 






定义的函數. 
若 fi X 


2(3 x ') 


6 x - 


是一个双射函数，/ 


<U 2, 


、 * X 位 t •的反换数，恥么由 /. ‘的定义 )« 91 I » 4： 
所有 ax , 对于所有: yo ，，/-/ *(^)^ v ㈣ 时于 

直觉上，我繼，的元索" I 以从 1- 直数到某-个正整败为止 此 m 
是有 限集. 利用双射 函数. 我们可以让这一 想法铕确化： 此类 f ，戒 

定义 0.27 若： V 是一个空集 • 或者对于某个有一个 级射八 
X , 則 X 是有 限集. 一个不是有限集的 集合. 称为无 限集. 

一种特殊类型的无限集是0了数无限集.例如正整败集 Z \ 

定义 0.2 8 若存在一个双射/: Z 1 — X ， 則集合 J 是一个可数 it 限 f . -rut 

限集，称为可 数集.非可 数集称为不可 数集. 

整数集 Z 和有理数樂 Q 都是可数集.实数集 R 和无理牧集都是不 可数 It 
以下提供许多与子樂、并集以及有限集和可数集的乘积有 关的歌 要擎实， 

定理 0.29 

(1) 有限集的子集是一个有限集. 

有限个有限集的并集是一个有限集. 

有限集的乘积是一个有限集. 

可教集的子集是一个可敦集. 

可数个可數集的并集是一个可教篥. 

可教集的乘积是一个可教集. 


( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

定义 0.30 


已知集合 X , X 中的一个序列是函数 

ft z - X . 

函数/的定义城称为序列的定 义逋. 

已知一个 it •列 /: 通常 记为广 幻，并把序列我 6 为 （ r ， 

为此序列是 x 元家的可数无限表 • 在衣 中允作 重夂. 

序列的值域町以是无 限集. 如序列 U ， 1/2, H 

0. 1. 0,…)， f A .,J 

定义 0.31 蛤 定序列（ I ,)与牛列 <>)• 我们洸是 
-^1 H ,使得对千所有 • 都 

(:的榷标序列. . •、拚 ffvflf 

例 0. IK 序列 （2. 4. 6, 8. •••> 楚序列 （ I . 2 , 3 . ’ 

3 , 5, 5, •••) 不畏（1，2， 3. .1 > 的子 序列. 


4 •认 

0,也对以 i 會摩 _• u * 

如羲 好蠊争 

正 教牛 PIW 停以” 






第，章 


拓扑空间 


拓扑空间与它们之间的连续函数，是拓扑学领域研究的主要对象.在本章，我们引进拓 
扑空间 以及与 它们有关的菜辟®要槪念 ， 其中包括幵集 （1 . 1 疚），搖 U .2 节）和闭集（】.； 
节). 此外， 在 i . n * r , 我们将介绍拓扑空间 的两个 应用， —个 涉及数字图像处理，另一个与 
生物学的迸化相近性有关. 

11 开集与 拓扑学的定义 

长期 以来. 在拓扑学领域正式形成之前 • 数学家就已使用过开集的槪念，一个简笮的例 
子就是在实轴上的一个开区间.而随蕾时间的推移，人们认识到，实轴上幵区间具有的 (午多 
性质，任何集合的某种类型的子_也有.最终提炼出最根本的性质，称为拓扑的开集族的概 
念，演变成下列定义： 

定义 1.1 设\•是一个集合， . Y 上的拓扑 r 是 x 的一个子集族，每个称为一个开集. 
满足 * 

U ) 0与 X 是开集 5 

(2) 有限个开集的交集是一个 开集； 

(3) 任何多个开集的并集是一个开集. 

集合久连同 X 上的拓扑 T 称为一个拓扑空间. 

因此，集合 X 的一个子集族是 JV 上的一个拓扑 • 如果它包括空集和 X . 因而，集族中集 
合的有限交或任意并，也在此集族之中. 

重 要注记组成一个拓扑空间有两个 要件： 一是集合 X ，另一是构成 X 上的一个拓扑的， 
X 的一个子集族 /. 为了严格起见，我们应该把一个拓扑空间称为一个序偶（ X ，/)，但为 
了阉化表示法，我们按照通常的习惯，把集合 X 称为一个拓扑空间，并不言自明地允许理解 
为在 A ： 上有一个拓扑. 

如樂你熟悉实轴 h 的开区间或平面匕的开圆盘，就会对歼集究竟像什么有直觉的/鳞 J ， 
虽然这共婕合赵计集.即在实轴或实平面上的标准拓扑，但此时萤耍的是避免允当开集的角色 
如架我们适3地选取拓扑的话，肯定 nj 以使任何集合成为—个开集比我们肴以下儿仑例子 • 

例设 X 是3个元素的篥备 U ， 6 , 我们考虑围 1. 1所示的 X 的4个不阔的= 
1 1 井考察其中哪些构成拓扑？在每一种情况下，假定集族包括空集和毎个由圊冏戎輕为 

衡濯的集舍, 


° b 

0 b c a b f 

ffll . l 鬌咚集疾是 6 上的拓 f 卜 


和 i 构成 X )：的拓 
»• »•! 却不在这个集 


都在这4个集 族中. 我们发现，吋于集族 1.2 和3 来说. 集族中集含的交集也在 
原集族之中 • 集族中集合的并集也仍然住原集族之中.因此.集2 
扑.然而对于集族 4 来说， 集合 < fl >， u 都在集族之中，但它们的扦 
族中， N 此樂族4不构成 X 上的 拓扑. 

例 1.2 设 X 是一 ： / . . i 

部3个条件.然而如果我们去掸其中任阿一个篥合，就不 再岣成 拓扑.因此， If . X 是在 
X 上可以定义的最小的拓扑，称为 X 上的 平凡拓扑. 

例 1.3 .入 》 ; :篥， 且设 r 是入 

X 的予集的并集与交臬，部是 X 本身的子集，囡而在篥族/中.我! Y 上的裹 
散拓扑.这是在 X 上可以定义的最大的拓扑 • 

例 1.4 在实轴 R 上定义一个拓扑，它的开槩是空篥， 1 在 R 中 式每一 、茱会， 異珥束 
限的补集（见图 1.2). 例如， U—K <0, 3, 7} 是一卜开集. 我 fl 斧这和拓扑， R 上旳有限 
补拓扑， 丼记为 R fc . 


m 1-2 &R 上有 限补拓 扑中的 一个开隻 

我们检验 R " 是否是一个拓扑： a H 

(1) 空集是—个幵集.由于 R 的补集是空集， S 而是有限集，于是_ 

(2) 槪 t 聽 ㈣ 是否是 ㈣ ‘，敗我们奸集 触， =，二文 r 二 
何-个是空集，那么交集是空 ！!• 晒是 - t •幵集.于定每 I 

有一个有限的 补集， 因而 r 

仏 = R — Fl = R _ 艮， 


w . 都是一个有限集•至此， h — 相 
I . 于是的具有娜补_-个子集，因岐―个陳難 • 有針牙廉 

: 汗 ㈣ 并是否 为开 ㈣ 此 *=二邮二工二= 
_ i " 有限的补樂.如果每个以•都是空集，那么 u • 
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至少有 个 R ， 

一 个有限的补集 


^如^塔空樂.奥 W •有一 M 關朴集 注意到 r 人 cur ， 由于 
• 由此得出 -个有限的补集- 因此 UP •是-个幵 集 • 因此.任意多 f 


给定任意非空槊 类似地 • 我们可 以定义 X 上的有限补拓扑， i 己为 X — 

在 R 上我们巳经定 义了: 3 种拓扑：平凡拓扑、 有限补拓 扑和离 敕軒 1 扑. 对于这 3种祐扑 
有最少幵集的平凡 拓扑. ㈣ 在有限朴拓扑 之中，而后者本身乂包含在离散拓 扑之中•也就 
是说.有限补拓扑 中的句 t 开集，也是此离散拓扑中 的一个开集，但反之则 不然. 我们说瑪 
敗拓扑严格细于有限朴拓扑. 这可以 比喻为 石块的 _• 石块越细碎，结合在一起 获得开集 


的方式就 越多. （见图 1.3.) 




图 1.3 石块越细碎.由它构建的开集的数》越大 


更一般地.我们有如下定义： 

定义 1.2 设 x 是一个集合•： n , t 是 x 上的两个拓扑.若: r , 匚: n ， 則称 : r 细于 
而称： r , 粗于: r . 此外. 苦： r 」 细于 r ,， 但不等于: r ,. 則称 : n 严格细于 r ,. 严格粗子 可类似 
地定义. 

通常，在一个已知集合 x t 的两个拓扑未必是可比较的.每个拓扑可以包含开集，而这 
些集合在另一个拓扑中则 f 、 是幵集.因而无论哪个拓扑都不细于另 一个. （见练习 1.5. > 

为了简化下面的讨论 • 我们采用 f 列定义： 

定义 1.3 设 X 是一个拓扑空间，且 jt 6 X . —个包含 .1 •的开集 [/ 称为 JT 的一爷邻域 

以下定，为我们提供了确认一个集合是否为开集的—个特別有用的方法. 

定理 i . i 设 X 是一个拓扑 空间， 而 a 是； f 的一个子 
集.釋么，当且仅当对于每个』 eA . A 是 X 中的开集•存 
在 I 的一个邻峨使得 jr ^ L / CA . (见图 1.4,) 

证明首先联定為是 X 中的一个幵集 • ax 6 A . 如果我 
们设 [ W 那么对于满足 reUCA 的 jn U 是它 的一个 邻域. 

再设对于每个存在7的一个邻域〖人，使得 
1 ^ '• 按岬并引理 < 引理0. 5 >,就得到 △二 UK •因此 



集合 A feX 中的幵策 
. . 4. A dlft 


柘扑空 f ± 


丄9— 


特期是. 


Ajft 幵集的 一个并 • 因而是 开集. 

按照定义，在一个拓扑空 间中的集合是 幵集，如果它是定义此 ■ 
然而，定理 1.4 为我们提供了-个直觉的 观念. -个集含是开成员. 

1果集合的每 t 点，有-个同在此嫵合之中点的邻域，那么此集 合鱿是 ^案 A， 

1节练习 

I _定在纪上所有 UJ 能的拓扑. 

! a 有3个元禦的集合 -V = k 6. r > 上.乎凡拓朴有 2 个开集.两茼數拓朴有 

"二 3 ,…， 7. 5 么找出个开的 A •上的_^拓扑，毎 
»设 7 ■为 vl 的拓扑 • 证明： i 且仅当 研疔的 r p . v . x er . 

\ a > 举一个空间的 例子， 它的离數佑仆与有限朴*仆 相同. 

(2) 作出一个猜想 • 对于怎 样的一 类集合 • 离败拓扑与有限补拓扑鼉_致的此爾5龙 
5对于有]个兀家的集合 《 i ，• 找:， t 拓 ? K 使焊 ■ 1 [拓 m f * . v 第、 承： 
个，离馼拓扑与有限补拓扑除外.找 X 上的一个拓扑，它与你断找角的 giit 拓扑中^海 1 ,、 BT 
可比. 

s 定义在 R 上的一个拓扑 （通过 在其中列出开 It 的方法>,使得包含，•：与： ， 、，.且包含？可罨 
少的开集. 

1 设 xfe — 个集合，并假定 pe . v . 证明：由 j . \及.\中包 t r 的听有 fiif 珥玄? '龜拜 .7 t 
一个拓扑.这种拓扑称为 X 上的特骜点拓朴，记为 PPXr . 

设：篷一个集合，并假定 pex . 证明： 由 0. XRX 中不包豸/•的所有 鐵的 t 讓 7 *tx 
的一 t 拓扑.这种拓扑称为上的例外点拓扑， aijFPX , 

设: r 由 r 及所有的区间 （一 •. ~组成.其中 pen 逆硐 ri » hi : m 
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1.9 


拓扑的基 


在此前所有有关拓扑空间的例子中，我们都能够列出汗 集的螫 t 集疚.这通孝电二屯现. 
听以代之以列出开集的较小集族 • 后者称为一 t 基， 从而产生此集殊余留下 的吁遊 ■ 

定义 1 .S 设 .Y 是一个集合， J 是 x 的一个子集族. cil 是 x 上的 -个拓朴的基务生汉 


当以下条/牛 成立： 

(1) 对于 - Y 中的每个点 r , 在$中存在丑，使得 

《2) ^ B ls B t 在 d 中•而 DB . • 制在、3中存在故， 


ftflf xt 


困 1.5), 

我们称在、 B 中的这邶集含为基元泰换句 话说. 
成为一个基要满 足两个 条件： 

U ) X 中的每个点包含于一个基元农之中. 

(2) 在两 t 基几素之交集中的毎 >点.被包含于 
此交集的一个基元家所包含. 

我们再来描述一个基是如何产生一个拓扑的•先 
#有 关萑的 以下两 t 洌子. 

例 1.5 在实袖 R h , iHU . MCR l>< h 






























zo 


^ 1 


^两 交蘖中的一卜点，包含于《中的一个集合 之中， 从而包含干此交集之中•因麴 

是 m -个篥合，并设访： < uH ， rexL 卜上 以位于出中的集合之 
中，占此，4考基的第一 1、条件满足•此心《中任一对不同的篥是分离的 * 因此作为基的 

» :、各 斤自动 满足.岈以 ‘5是一个基. 

含中有-个基有什么可取之处呢？它的好处是使我们容易定 义一个 拓扑. 

定义 L 6 设 J 是一个集合 X 上的一个基.获得由《生成的拓扑: r 的方法是，把这些矛集 
定义为空集，以疋任一与基元素的一个并集相等的集合. 

我们需要检验所得到的集虹确实是一个拓扑，在此之前先看以下两个例子 • 

例 1.7 设 X 是一 卜非 空篥， 而 1 B = 在例 1.6 中，我们证明了 <2 是 X 上的 

一 >拓扑的一 卜基. J 生成的拓扑丫是什 么呢？ 注意， X 的每一个子篥是与它的元素所对应 
的单点子藥的 并鏖. 因此 A •的每一个子集是灾中的一个开集，由此得出，生成了的: V 上的 
一个离散拓扑 * 

例 1.8 在实轴 R 上，设 0= H ( fl ， 丨 a <. b ). 在例 1. 5中，我们证明了 是 R 上一个 
拓扑的一卜基.由迅所生成的这个拓扑称为 R 上的标准拓扑，且是实轴上最常用的拓扑•在 
R 上标准拓扑中的开集是开区间的并集.当我们称 R 为一个拓扑空间时，除非另有所指，否 


則总是假宅此拓扑是标准拓扑. 

下面我们 证明. 由一个基所生成的这个拓扑确实是一个拓扑.我们需要由下列引理入门. 

n 

引理 I . 7 设4是一 个基. 假定氏，…，且 J：e f | B .， 那么存在•使得 

韓 

jreB'cfla. 

f.l 

证明我们用数学归纳法来进行证明.从 ； i = 2 开始，由基的定义中的第二个条件可知， 
当《=2时结论成立 . 


再设结论在时成立.假定集合 J 3,, …， B „ 在® 中，且由归纳法可得出， 

i=l 

存在使得而0：€8*门艮；因此，由基的定义中的第二个条件可知. 

••i 

存在使得 f ) B .. 由于 B . C "( ji 3，， 于是•.因此，如果结论 

灸” 1 时 成立， 那么它在;》时也成立，用数学归纳法，引理得到证明. 

定理 1.8 由一个所生成的拓扑7*，是一个拓扑. 

4明 由定义.空集2；在 7* 之中. 由 f 入中的每一个点都包含于某个基元家之中，于 
入^所 L 寒几家的并集，因而在了 之中. 

_+• 找扪來证明 7" 中集合的一个有限夂集在7•之中因此，设 7 = 1 ；: ( V .. H 认，•其中 


^ jr^L __ _ — 

毎个在 t 之中. 若任何-个 『 乂都是 空集，那么在 v 中也 是如此 

灯之中 • 于是假 定每个 【又 ㈣ 兀索 的-个 并集.我_ 紐明 :/ 

银.设托 V , 耶么对于所有的，有 咖‘.由于每个【人 是基 几素的-个 

堪元家凡，使得对于每个: •， 有： act ;., 于是. xeiia , Wjitt 由引理 ！ 存 & 4 


基元 素氏，使得 je ^ cf ^ aczv . 再由并引理 （引理 0.5) 得到 v ，= y &. 因而 v 是籑元 
素的一个并粢.因此， f 中集合的一个有限 交集在 r 之中. 


最后，我们证明: r 中集合的一个任意 并集.也在： r 之中. 设7=111/.，其中每^要 ， 
是 空集. 要么是 箪元素的一个 并集. 若每个 u ■是空集，那么 v 也是 空集：另一 方面.如果^ 
少有一个 LT •是非 空集. 那么 7是基元索的一个并集. 由于它 是组成 IT •基元素的件集.因此, 
f 中集合的一个任意并集在: T 之中 • 


因此.集族 r 是一个 拓扑， 我们不妨称它为是由基 ® 所生成的拓扑. ■ 

重 要注记 一个基不仅生成一个拓扑，而且每个基元索本身也是由此基所生成的柘扑中 
的一个开集. 


例 1.9 在 R 上设 ® = ‘ / • ^ - B ^ 

我们称由此基所生 成的拓 扑为下限拓扑 • 由于每个基元 彖& 含它的下展，这绅 拓，〒 《 

在 队中. 区间 [0, 2) 和 （0, 2> 都是开集.前者是幵集 • 由于它是一个基几驀；后者 


也是 开集， 由于它是基元素 2) 的并集 • 其中，=1，2, 3 •…， 

类似地，借助 CB = Ua ， WCRluCW 我们可以定义 R t 的上限拓扑. 

我们现在介绍了 6种在实轴上的拓扑《标准 拓扑、 上限拓扑，下限拓扑.~限>卜拓扑. 
离散拓扑和平凡拓扑•当然，平凡拓扑是这鸣拓扑中最粗的拓扑.1^离散拓扑賴细的拓扑 
但是如何对其余的拓扑进行比较呢？我们要求读者在练习〗• 13 中研 

对整数集 Z 的情况，标准拓扑转为离散拓扑（在‘“⑦中.解其 tf 二的 •-神 
而在7』上具有在拓扑学及其应用中 起作用 的非純 拓扑. ifiilWTMW-f _ 

在数字围像处理中有用的拓扑.在 1.4 节和11‘3节中•我们将进一步讨紅 * • 


例 1. 10 对于每个 nez , 定义 

,釦果 #* 为奇鈥 • 

月⑷ =|卜 如 果^ 2 上-个_ 一卜雀 
我们在图 1 . 6 中对这些藥合加以图示.^的數字域 
(见 Hl . m . 賴_糾 ㈣ 料關 



-3 -2 -• 

田1,6 ttF 袖拓扑的綦元窠 







22 


rtrd 由 t 蓁所 t •成的拓仆中的家取 ㈣㈣ 的集命. w 的定塯 

■ ftfrvnrtii 拓扑中描述集合的藺_力法 

$ 91 .9 个褻合•料从 A •上 — 46 扑的一个 I *且仅3对于睾个^ 

ft ^^ eact ;. 邪么 （/ 在由 必所生 成的拓扑中是 开集. 

证明设 fLM 成的拓扑中的.个吁集. &X ^ L； * 出™ 厂 ㈣ 儿家的—个并亀 . 内 
此 i ' H - HfliA 此并策 <包心，的一个基儿家以 f 适， ■ Ai’cu 醜 
柯设 i ； cx , mt 于任存在认 OB 使得 re 扎 ct ;. 由并引理 Mil 




得 r | J W ••刚 171 家的个并粜.因此 • f 人是由 < B 所生成的拓扑 中的- 个开集 . _ 

例 i . ii 我 in 巳经#轅了实麯上的 外多种 拓扑 ， 现在再考察一下平面 K . 对于在 r 中 
的两 t 点 pc 、 p 、， P 山 9 = ( Vj * 9*^ »我们引入在 0. 4节给出的欧氏距离公式 
d(p.q) = sT 、 P' 

_子 It 中的 T 及 C >0， 已定义 

H ( j ：* i ) = {p 6 K I d ( x*py <T e )» 

t 合川 _ r . e > 衿々以 》 为心.半径为 f 的开球.设 

•3 < fi (^. c)|x e R .e >0}, 

于是汸逶与欧氏距离 d 有关的所有开球的族.在定理1门0中.我们 i 正明 CB 是 R 2 上一个拓 
f 的 d 塞.我 n 称由 <3所 i 成的拓扑为 R •上的标准拓扑.它是 K 上最常用的柘扑. 


定理 1.1(1 集族 e >0} 是 R : 上一个拓扑的一个基. 

在证明这个定现 之舫， 我们先证明下列 引理： 

引理 I . 11设; v 在 R 中，且 r >0. 那么，对于任一 j ： e/i (: y , r )， 存在一个6〉0,使得 
B(x. t>CB( ： y ， f). 

这个…理意昧右，若一个点 I 是在 R 中的某个幵球 fi 之中，那么，存在一个以 JC 为心、 
N 1 样包含中的-个幵球（见图 1.8 h 在确认 R 2 中的幵球族满足基的第二条性质时•要 
运用此引理. 



m 1 7 數合升 f m 仅与 t / 中的每--个 
藓包含 fu 中的 个暴 几家中 


闬1』 


引 《MI 的证明 设 rh 耶么 Ai ， y><r 
仙餐 水川， • i ) CJ S ( y f r) 设作耶么我们巧 



ft Wy f r ) 中的每 个点* ^ ® 包含 
f b(y, r ) 中某个开球的球心 

选取使得 o < ao 一 d u ’ # 


柘扑^_ 


d(y*K> Jiy^r) ^d(x,xt 
因此. z ^ Biy , rl . 予是 得纠州 


也 : y，》>+«<rfc 外妁 + r 

• — e>cfi( >* r, * 引壜的 4 峒》以守癱 

定 9 ^的⑽自于每个厲于 r 的，包含 于 m 

n ait 蓁的讓 


随后窬要验; iF , 若，是两个基元家的交，霉么存在一个包含 n 


B(Zf£, C > f\ fl(m> 匚出少 p| 枳 g , r ，多 

于是得 到必满 足基的第二个 条件.因此. B 是 K 上一个 拓扑的 一个萋 

在 rt 彳 S t 成的 K h 的拓 t 卜中. 开氳可 以表示成汗球的— 个拜.鰣氰 • Bl . i 中酹胥雎 1 
歼矩肜和开半平面都是开集.（见练习 L 17. > 

类 似地. 我们可以用欧氏距离公式来定义 R 上 的标准 拓扑. 


d { p % q ) = %/(. p ] - c /, < p * ~ ^ p , — q . i - 

我们把一个汗球定义为形如 


B ( x , e ) = p € R * d < x,pt <«> 

的一个 集合. 又把此拓扑的一个基.定义为 R •中由 J 二 B * . . : 

有 开球的集族. 

R 上的妳准拓扑不 仅是由 K 中开球的集诔生成的 • 面且. 正 t ： TH 定污一 ^ !-：• L 
还是由 R 中开矩形的集族生成的•其中一个开矩形是形® Q •卜 」 A 集含. 

定理 1. 12 在平面 R 2 上，设 


(B = ( a , M 、 ( r % i / > d R “ b，i J ‘ 


那么，《是一个基. 由必 所生成的拓扑 7" 是丨上的砵瀵柘扑 • 

证明 lAl 练习 1.16. * 

定理 1.12 证明 r 一个己知的拓扑珥以由多个基生先此外.老理还赛 
的几何 形状. 在确定此拓扑中的开集时是没有费义的 w 明狀见 • 

族所生成的拓扑. 与 由开矩形的集族所生成的拓扑是相同的-如图 ；. 1叫 不.我 


钻石肜甚至心脏形的集族生成同一拓扑. 


\mu 




田 U A K t 你准拓扑中 的开架 





SL to 尊生咖 

miui K 上麟准祐仆 也是由作域‘ 
用类似于在定理〗 .12 中所使用的力式* >推# 

- ( a ,. 6 J 组成的基生成的- 







-71种快触明 w 结论的 方法.即拓 扑中 的—个 开_ ，遊釉 

扑的一 a ㈣ 少开集的集族. 如 策对于 

每二。二 r 二二 — …成 ㈣ ;: 

一个明笞先.我们验虹是-个基.设1在乂中*由于入•本身是—个开集 • 因此在 C 中 
存在一个开集 V •’使得 xvcAm X 中的任-点包含于此集族〔的某个开鍵 V 中.丙 

此， 「的交集之中.于是^ 本身是-个开 

集.按照我们的假设.在 〔中必 定有一个幵集 v .， m ^ ^ v 3 czv , nw . Witfc . r 是一个基. 

最 i ♦我们还需要检验由 1 ，生成的拓扑 与7重合. 设 【 在 7 中是 ㈣ . +运由 假设, 
对于毎 her 在〔中存在一个开集 v ，， ㈣ 』所以由定理 U . 在由 C 所生成的拓 
扑广中 .u 是开集.因此， rcr ( . 再设在: r •中 w 是-个 开集. 于是 w 是(:中开集的一个 
并集， 訂中， C 的所有集合都是开集.而： r 中每个开集的并打中是开集， _• w 在 7* 中 
也是开集.因此， r 〔 T 、 从 而得到 7" 与: r 重合的结论. ■ 

例 1. 12由定理 1. 13可以立即犮现 • 图 1. 10中的“开”心脏形，构成 R ‘ 上标准 拓扑的 
一个基.首先，注意心脏形本身在标准拓扑中是开稟.再设 r 在一个开集 卩中. 于是存在- 
个包含于。中的开球月， J ： 是此开球中的一个元素.如果我们选择包含了的一个心脏形比 
它 ^ 得能完全落 、 B 中 •于是 就有因此，由定理 1，13,心 脏形的集族是 R 上标 
准拓扑的一个基. 


12节练习 

1.10 证明 6) 匚 R | fl <6 丨是 R 上一个拓扑的基. 

Ml 礴定下列 R 的 f 集族中骣 t 是基： 
m C . = ( n . « r 2) CR | fi€Zi 
I 2 J C . =<[ fl . 6] CR | a<M 
(3> C . = [“，6] CR | o <6 'i 

(4) C=l(-r. x)CR| 

( 5 ) C *-(( u . 6> U ^- UCR | fl<M 
i .12 碥定并 OF 明下列集合囑个是 R , 中的 汗集： 

A=L4. 5), B=^{3}. C^[l, 2], D^(7, 8), ■ 

113 考*以下定义在 rj ： 的 $ 种 拓扑： 平 a 拓扑、离散拓扑、有限补拓扑、标准拓扑，下限拓扑和上® 1 
扑，说明它们之间的关系1细于、严格细 T 、 粗干‘严格祖于，不可比>，并验证你的论撕 
1 14 设 * 是在例 h 】，；中用于定义数字轴的 Z 的子樂昧.证明培 Z 上一个 拓仆的 *• 

I.IS X 中1等 t ® 列是集合 

々•-♦•《•“• a - 2 A.a — 6， u«a 十厶 ， a 十26，，“ U 

其中 U ，f»eZ, fl6 关 0. 证明等差数列的集眛 


柘扑 
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^ • I «，，6 Z . 且 fc - 本‘、 

麽 Z 上一个拓扑 的*. 所得利的拓扑样为 2 上等 籩數灼 拓朴. 

1 16 证明定 a i . »2«在叱上•设 

« « (<a.6) XU.^icr !a<6, 4 ： < 1 i! 

(1) 证明，《是 f !：— 个拓扑的萋》 

(2) 证明由生成的拓扑上的标准拓扑. I 提承 7 证明7•二 r 

且疒 C 广） 

,.17 - 卜半开平面茫 R 的 1 M 如 ：， K ‘的 f 奠.其中 R 

A ， 8之中至少有一不为零 （见图 1.11). 证明半开平面 fcR _ t 疼赛拓扑的；鬌. 




图 i . n 甿上 的一和半开平 fi 
1.18 证明集昧 u —« Z > CR | 1/为有理教是练习 1.5 中拓扑的一 t 萋- 

1.19 (1) 证明： 在平面垂直区间 (d (6, t > CR r J .6. r€R t K 上一卜拓扑 m 我 €_«：* 

扑为垂直区间拓朴 

(2) 对垂直区间拓扑与 R 上的标准拓扑进行比较 - 
补充练习从一个子集族 构建一 个拓朴 

以下所有蘇习均设 A . 是一个槊合 • 而 m 其并集为 - V 自身，的一个子集荑 
扑.然而，我们希望能够构達—个拓扑.使得 c 中的子集是此拓仆中的幵讓 . m , 
的所有子集昆 开集. 不过我们宁愿构建-个包含 C 及尽可能少的財 ㈣ 赛的拓作， 85 1 

设吸是 X 的所有 F 篥的集61以表示为 C * 中有限多 1" 鏖合的^'交褒 • 

SE 1.20 证明 J 茫.\ t -1、 拓扑 的基- ■▲也■售,，欢》 1 *扑/ 

子基. 

SF . I .21 证明(:中每个集合是拓扑： Ti 中的一令开集’ Wli ^ LCr ' 

锒下来我们检验 .7 •是包 M 的最'】、拓朴. 集 if 明厂二7 

SEI .22 设7•是乂上包魟的-个拓仆.于 ft 设(:中 C 氧合糾情 x 
下面的珠习都假定針包含于 c 中至多有限卜讓之中 1 • l 

对于 *1 个 jrex , 设 B , 是 C * 中包含 j 的醪些集合的交集 

sn UE 明集❸ 的叶基. It 这屋》 们纒⑽ ♦嫌 f 、 

通常一个拓扑空间没有最小的基，即包泠基元 蒙艺河 


6扑充蟓习 WSE 表—— 







包含予 t ，中角 隈赛1之 中.我明月 、的 綦 5 
SP 1.24 证明若‘/的一个那 f CJI - 

1.3 闭集 

至今，我们所阐述的仅限于 开集. flllfr : 要关注有关的槪念终介绍隨.它们的定义十分 

简单. 

定义 1. 14 一 个拓扑空间入的子臬4是闭集 ， 如果、是开集 • 

例1,13考 ]? R 具有疼准 拓扑. 子是如图 1.12 所示•由于（0, 1) 是开集，因此 （〜 气 
0] U [1， 是闭藥 ：由于 < < i ] U [6. oo ) $开樂•因此 [ a . fc ] 是闭集 •• 而由于 

^ CO f 是哥讓 • 因此是闭集 • 


0 I 


图 1.12 K 中带有标准拓扑 的闭集 


定义 1.15 

H ) 吋于 R 中的每个1及 £ >0,定义以 _ r 为中心、以 e 为半径 的闭球 为集合 
B ( x , e ) = {> 6 R I J ( x * y ) < e } » 

其中汐）为 I , .V 之间的欧氏距离. 

(2) 若：“ •幻和 t ， 是 R 中的有界闭区间，則称 [ a , 6] X[<- t rf ] 匚 R 2 是一个闭矩形. 
定理 1.16 闭球与闭矩形是 R 上的标准拓扑中的闭集. 

证明在练习 】 .2 6 中，我们曾要求读者证明闭球是闭集.下面我们来证明闭矩吵是 R 
上的标准拓扑中的闭集. 

设 A ^ Ca . b]^lc ^ MR ' 中的一个闭 矩形. 为了证明為是此标准拓扑中的一个闭集♦我们 
W 34 K a 是一个开集.注意 • K _7\可以表示为以下四个幵半平面的 并榘： { u , y )\ x < a ^ 

1 r b , ( X . >*)| y<c . Hj： f y )\ y > d ,. 由于这四个半平面邰是幵集（见练习1.抓 
而开集的 ㈣ 仍是- 个賴， 于是 R 是—个开集因此矩形4是—个闭集 • ■ 

9 H .14 考 e 带有标准拓扑的 R . ^ © 1.13 t . 前面三个集合是闭集，后面三 t 集合 



• 在畏有科赛拓扑的 《 中，前曲:-个 集合是闭集. 触面三个 樂合不是闭樂 


阁 中左下方的_是极坐标方程 厂=&，於 0 的图形 • 它从圆_旋转而来 

不包含 S ， 的点.螺线不是 闭集， 因为点 （ 1， 0} 在补集之中， 但是包含 （1 n 、 ^ / 

没有-个 M 此补集的-个子集，由于每个这_开料 此賴釀 

由此得出 ㈣ 线不是醜 . _ 曙心 ㈣ （是 开集. 

若集合 c •是 闭集， 那么由定义，它的补染 
是 开集. 关于一个开集的补集 • 我们能得出什 
么结论来呢？设是一个 开集， 并设 k = x — 

U 是它的 补集. 考虑 K 的 补集. 我们有 X — 

K = X -( X - L /) =17,而它是一个开集，因此 
I ；的朴集 K 是闭集.因此，一个开集的补集是 
闭集. 

简单来说，由闭集的 定义， 一个闭集的补集 
是开集，而由上曲刚进行的论证，一个开集的补 
集是 闭集. （见图 1.14.) 
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S 1.1 4 若 c 是闭_，邱么它的 补集是 开藥； 
若1/是一个开集， W 它的朴 t 是闭獾 


例 1.15 沒入癸 具有离散拓扑的藥合，入的 每卜子 蕖是— 步 一卜藥 

合 A ， 它的补集是开集，由于每个集合是开篥.因此 A 是闭窠.由于 A 是庄， I . 由此潯出. 
X 的每个子集也是此离散拓扑中的一个闭集. 

例 1.16 设 X 是集合 U , 6, c -， 山 具 有如图 1.15 所 f 的拓扑 f . 请注 f r 是开 f . 


而不是闭集， U } 是闭蕖而不是开蕖 . U , 心既开又闭， （ A . f ; 既不开又下•闭. 


重要注记一个通常的错误.是把闭集误认 
为非 开集. 但是上述例子说明了，集合可以是开 
集和闭集的任意组合. 

为了帮助记忆，下面有一段 趣话： 0 1 c d 

问： -个子集与—廟门 ㈣ 么 K 别？ 图 】 15 „开霞、郎队 ㈣ :. 

答： 一扇门非开即关.一个子集吋以或开或 集合. ft 有既 r . 开又不闭集合的拓抒 

关、既开又闭、既不幵又 不闭. 1 

不让作者开口说数学幽默并非易餐，但是在今后，我们将试着不再说 r . 

由于闭集是开集的补集，它们的性质类似，但是它们有某些重要的差别， 

定理 1.17 设 X 是一个拓扑 空间. 关于 X 中闭篥的集族，下列命題成立* 

(1) 0与 X 是闭集： 

(2> 闭集的任意集族的交集是一个闭集： 



C3) 有限个闭集的并集是一个闭集. • 

证明见练习 1.33. 童史在内的闭褰的 

这样，在拓扑空间 X 中，包括空集、 A ，本身 * 阐集 的有限 • 

良埃是闭集. 

































也.考虑在 R t 由落染 
的单点集 


^ DCRlitez ) 生成的拓扑 r ' 容易<1 出. 在 r - 中没相 


=抒 n 給出拓 扑空间 的一个性®，满足这种 ㈣ 的空间，料’裝 ㈣ 别飾的络论 
正如 结細 __•点集. 在全冰 我们将 ㈣ 雌4 


多方使的结论. ,.1 

定义 1.18 -个拓朴空间 X 是豪斯多夫空间 

和）相 A 的邻域 " 和 V ，不 相交- (见图 ii ^、 … 

1914 年豪斯多夫在他的著作 <点集⑥纲 … 中 = J 
r 第一 个—般 的公理化系统 • 这个輯与拓扑空间;^为 
人所知.他的公理在本质上对我们称为拓扑的基作 7 描 
述.他的公理化系统还包括一个公理，它不再被列人-般 
拓扑空间的公理 之中. 但是，现在定义特殊的一类拓扑空图 I . 16 
间时.很恰当地把它称为豪斯多夫 空间. 

豪斯多夫性质很容易被记住：在一个豪斯多夫空间中 
不相交的邻域 “搬离" 另一点. 

例 1.17 具有#准拓扑的实紬 R 是豪斯多夫空间. 

已知不同的点 a , 存在包含它们的不相交的开区间 • 


如果对于 X 中每对孓同的点 j ：, 



在一个豪斯多夫空间中，不 
同的点有不相交的邻域 

一对点中的任一点，都可以经过 


例如，若 “<6，那么区司 


V 


1 + 6 , 


b 


( a - l , 和 V =( Y , 6+1) 是分别包含 a ， 6 的不相交的 邻域. 

例 1.18 具有离散拓扑的每个集合 X 是豪斯多夫空间.如果 * r ， >»是不同的点，那么， 
篥合 j ： / ，！ y» 鲈别是 -r，y 的不相交邻域. 

前面已 指出. 豪斯多夫空间具有一类有用的性质，例如： 

定理 1.19 若 X 是一个豪斯多夫空间，那么， X 的每个单点子集是闭集. 

证明设 1 €欠，为了证明彳 d 是闭集，只须证明 X~{x) 是幵集.设: y ^ X — 是 
任意集.由于 X 是豪斯多夫空间，存在分别包含 x 与; y 的不相交的邻域 L ； 与 V . 于是 I 逆 v ’’ 
因甜 : yeVCX — U }. 由于 每个; y €. Y — 在包含于 X — 之中的一个开集内，由定理 
14, X - U ) 是开集. 1 

1 3节缠习 

1.25 此明： 在拓扑空间 X 中.若 G 是开集. C 是闭槊，那么 C / — C 是开集 • 而(:一 I ；是闭集_ 

1 ^ 证明；在 R •上标准拓扑中的闭球是闭集. 

1.27 无隈梳 C 是如图 1.17 所示的平面的子集，定义为 

C^((s,(i)\C^x^]) U {( 卜 )| 


0,1.2 


而0<>< 1|. 


° 1 证明> C 在 R ' 上如•准拓扑中是非闭集； 

证明： 〔在丨区间拓扑中是闭集. f 见练习〗. 19 
1 M ■紳象台是拓扑空间 Xi ： 有隈补拓扑中的闭集7 


m 1. 17 


无限 w 


J^JL^ -——_ —JL 

, 2 ,,解神樂合是集合入 I 例 々 I a 佑 fim 中的⑷集， . ».8., 

| 3 »噸:种集合是嫩含入 I 特殊点拓扑中的 闭集？ ( 

| 3 1 …叫 。 袖拓扑中的闭 •. 

| 3 2证明：形如 [<»• ⑴的区间在 R I ：的 F 限拓 扑中是 闭嬢. 

, 33 证明定理 I . 设 X f 是一个拓朴空间- 

( 1 ) 证明 0 与 X 是闭集 j 

( 2 ) 证明 X 中闭集的任 意集雎 的交集是一个 闭集： 

(3) 证明 X 中有限个闭集的并集个闭集 • 

134证明：对一个有限集合，离散拓 扑是唆 一的豪斯多夫拓扑 • 

, 35 证明： 在卜限拓扑中， R 是豪斯多夫空间- 

1.36 证明： 在有限补拓扑中. R 是非豪斯多夫空间 

, < 3 7 证明：在练习 1 . 1S 中所引人的 Zh 的等£败列拓扑斯多矢空间. 

1.4 拓扑学应用举例 


在 本节， 我们讨论拓扑空间的两个应用， 一个应 用说明 • 在败字拓扑中如何用拓仆交间 
为数字图像显示達模；另一个应用是 • 在分子生物学中，拓扑空间是如何 W 来为进化相近性 
建模的. 

数字拓朴 


数字拓扑是对数字图像显示（例如计算机屏幕）方面的拓扑关系所进行的研究它庄教 
字图像处理领域起作用.数字图像显示包含如图〗 .18 所示的矩形橡索阵列，在数>•拓扑中. 
这个阵列是用所谓的数字平面来违模的.今后我们提出专门的定义. 

数字图像处理的一个歌要任务是， 通过- 个物体的数字阁像来确定它的特征.例如.闲 
-个光学字符 ir 别程序来湘如图 1. 19 所示的 -个字符的 ㈣ 醋’并友 

示的特征，使得随后把它用于文字处_软件 之中. ㈣ 關 mm ， 

事实 t ， _】.！ 9 中包含了两个区域.韻于把相_字糾其龄符中区分出來. 



m , 19 字符 B 的 - ，败？田 ® 

田 1.18 %字隱显示昼 》 U ? 的矩 辦肖 心 ㈣ 錢扑 tWtai ^件和 

住数7•拓扑这个领域的发展初期，喊工 1 卞的拓扑准:架* A . 

连续性）的数字 模拟. 在数字图浓显示的樓®扎 d 料文 ， 
(1931—2004) 在 1979 年发表的**败字拓扑••是首 


















_» - - - --- —- 

~ 为 ft 字爱承麵违行建庚拓仆礙念直接用于数字赛域. 

洲” ㈣ :心=纖干基 本拓〜 

石巾我 t ] 典体索-下数字拓 扑在打 田緣处 理面的应用， 

二 n 的 ㈣ . ㈣ 柳 的… 


事:騸.其中每一 A 何 ST 一 1 可苫 w J J ^ Kn, ^ n ,. 

—二足数字轴拓扑中 • 针单残的橡蒙是一令幵集在此数子袖中 • 則 n 还具有由科 
G 所反映的结构.朗把每 个供整 数作为是嫌家 4 ”― 1 与"+ 1 之间边和 
表承.与毎卜保数《相 对应.我 n 有蓁元素识”一 1 . ”• ”十 1 ;. 

在之败手轴上，每个奇教是一令开集 • 每 MS 数是一个网集《见绎习1-31、.我们把此数 
字_看怍为是与奇整数相吋应的幵嫌素的 集台. 而与偶整数相应的 • 是像素之间的闭边界的 


集合 <见团 L 






图 i .2? 辅为嫌家韁及它们之间的边界建模 


数字鵪 不是豪 斯多夫空间，由于不存在一对不相交的开集 u ， V ，其中 net ;，”+ iev . 
7靣，我 in 引进数孑 平面. 与数字轴一样，此想法是用单点开集的阵列为数字图像显示 
中的像孝理梭. .4 网附加的点來表示像.素之间的边界.我们从两组整数的积 z ， z 开始讨论 
对于每个点 < m . »>• 我们按以下的方式来定义基元素 B ( m ， ”）： 

若|«，11均为奇数 

出 m n } 二 , 'w a . n ) .a - - 1,0,1 } 若讲为偶数， r » 为奇数 

( m , ti -^ h ) b = - ] ,0»1 1 若 w 为奇数， n 为偶数 

’ （ m 十 a ，《 + 6) 丨 a .6 =—1 ，0, 1 丨若 m « n 均为偶数 
气 W i . "均为奇数时，毕元索 fl ( m ， n )- ( m , n )； 是在数字图像显示中表示像素的单点 
歼彙. 在围 1.21 中，我们对这个数字平面拓扑的某些基元素作出了 图示. 

% ’ B(m ， n) '(叨 • 幻 6Z/Z 是在 Z, Z 上的一个拓扑的基.（见练习 1*38.) 所得到 

的拓扑 科力 數字平面.对 十迖种 拓扑，如果 n 均为偶数，则宇-点集合（（历，” ] 是 
闭 t '兄练习 U3W f 此外 • 间数字轴—样 • 此敢字平面也不是豪斯多夫空间. 

如期〗 .22 所示. 我们看出数字平面是以下三种类型的槊合： 
im , n ) 对成的幵馋累，其中 w , "均为奇数 ； 

( 幻点 （ m ， n ) 对应的惮索之间的垂直和水平边界； 

^ '' fi i,,u n , 对应的拐角闭的边畀点.，其中 m , «均为偶数. 

保". 3 ，中 • 我们将进 一步对 败字平面逬行探索. 


0^1 


[ Q > Q )-0- G^)>QJ 


_5 4 -3 -2 -• 0 1 2 3 4 S 

图 1.21 败字平由的菜些摹元鬵 
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S 1 . 22 败宇翏_为錄藿的矩鼉蓐 
它们之网 的边霹 竈禳 


表型空间 


在生 物学中 • 表型空 间关系 是十分重要的 关系. as 是所有生物机体所拥有的内部密码 
与遗传 信息. 同时也是那些信 息的物质性的体现.例如. 由一个 特定的个 体肉联麇色岍引起 
的基因族是一个基因型.此 t 体可现察到的肉眼 顔色. 是与此 相对应 的表型在本节 .我们 
对由一组表型所建立的生物相近性的模型加以考察.分子生物学家 提议. 把 这件模 型怍为 I 
式确认连续和不连续进化演变的一神手段 • 这就为理解进化过程提洪了一 神数学框要. 

我们 以一个 涉及核锗核酸 IRNA < 的例子来论述轰型 5 间的 懺念. RNA 的链由被你为痄 


苷酸的较小的分子构成.绑在一起形成牢固的. i 弯曲的链.在 RNA 中有四种不同的裱浮 
胺： 乌嘌呤 （ G )、 胞嘧啶（0、腺嘌呤 （ A > 和尿嚓啶 < U ). 经受附加》较弱、粘合的耜相 
邻的核苷酸对，就把此链扭曲成更复杂的如图 1. 23所示的折叠状的配置 • 



图 1.2 S RNA 是一1被折曼而扭曲 ㈣ 分子 11 ^ 

乌嘌呤与 胞嘧啶配对， 以及腺醵吟与尿哺 啼配对 • 中以 

_也能配对.在舰 上， 々特定的分子链可 1 祕 ‘㈣ 
最有活力的、合适的方式才可能出现.为 ！ 简单起 mu 抱中的 rn w 

这里. 我们用比较短的分子链来说明此结构和拓扑帛_ 

在长度 上大约可以从 ili •到几千 t 抟苷酜石等.级结构 
对于―个特定的 ㈣ a 分子.相应的非折 餐的疚 ㈣ 链 ㈣ 初 a 
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胞 I _、 G (4) 序列 、 A W 請 U ( W ) 来我示此 核背期 

^知 H 轉列，它的 鳙合围个描述 __ 讓好中 _陶__& 
嫌 的田. 細關 1.24 賴_ 1.23 中 RNA 分子的键合圈. m 标忐 r 在此序_ 
明■个核烀齩的位置,序列的其余郞分，按逆时针力向坏沒此进）旧的⑹界括後.此 • 合明 
狄 ft 我矿 Jit 切中的 ㈣I 它亦称为 KNA 分 f 的 RNA 型或次级 结构. 我们引人的农烟交闹蓬 
KNA 咽的集合.已为它定义了沖拓扑. 



例119孝澹以下三 t •表型序列《 

(1) A( ； UC'UC tCGU GUUUA AGGGAUCCUf ； AACUUCGUCG 
CUaVAUCVA AUCA( ； UCC(i( CUCAU；(；AUG GAGUUtJ 

(2) ( ； (,C,CAGUCUC mWGUUUA AG(；AAUCCUG AACUUCCiUCG 
CUlVCAUrCA AUCAGUCCGC CUCACGGAUG GA(；UUG 

(3) f ；0(；( A(,UCUC ： CCGGCCUUUA AGGGAUCCUG AACUUCGUCG 
CUCU AUH A AUCAGUCCGC CUCACGGAUG GAGUUG 

这 3 个表型序列的瓣旮 ffl , 如 an. 25 所示. 



o 


1 与序列 3 究全一样，而且二者的合图也 一待. 在另一 方面， 
' / ^的第 24 项不 同外，完全一样，但二者的树合田卸完全不同. 

’中 L 的嶋似 1 m •个 ㈣ 系列 扣对应 • 这种关系不垃一 
y 系_能形成 M - KNA 增，例子屮所! Al __. 

j 二 1 “賴 IdF 述观念，即減_系列 ㈣ ，虫的项 ㈣ 合喊今改企 . 


拓扑空阚 
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定义 u 办于 -个特定咖世、的所有表型系列的集合称为,的中性网络77 
伊 ".20 考虎长度为】0的，仅由乌嘩呤 （ G ) 和"节“). 
， U )24 料能的 表型系列，而按照折鲁和“的情况. tMf I 

明 |. 26 中， 困示了-些麵型. 以及与毎神 _相 贿同表型字二 RN = 
个 RNA 型“ N ( J ) 的规格.我们把 RNA 型的这个集合记为1歌•即对干每 

在通常的生物学环境中，基因突变是导致 基因型 改变的一个随机过程 
__多对 的 性质， i 午多賴 突变并不改变所产生的表型，而在另 一方面 
表嘲的偶然突变，因而从0然选择的过程可确定新表魁是否能存留 

洱假定我们已经有了…个特定的表咽序列，并设 r 是它对应的 RNAS 在这神环境下 
甚因突变是在 此基因 序列中这一项目的一种随机变化.由于出现这些随机变化，我 fnS j 以呆 
在 r 的中性网络之中.在所有源于 RNA 型 r 的整个表塑序列中-漂淹”.然而在试些厅 I 
在一个表型序列中一个项目的改变，可能使我们脱离 r 的中性网络，而进人另一个 R.NAfg 
的中性网络.我们就说 r 已经突变到 s , (见图 1.27.) 


GC |„ 

S ' 'HO 105 

s A 26 

s , kJX ) ^ 

S ' 0=0 128 

5, ^ J=CO 80 

$ O ' 431 

s 、 137 

^ JxO 70 



图 1.26 集合 GC ,。 

已知 RNA 型 r •与 RNA 型 i , 我们想知道，由于在 r 的中性网络中一个表型字列内.一个 
单项的改变所引起的 r 到•、的突变，它的可能性 究竞有 多大，我们可以定义和痛定-个《率， 
以实现枬确化.我们将用此槪率来定义 RNA 费的集合上 的表® 空间拓扑. 

然而，在定义和使用此既率之前.找们引进对这 t 覼率的定义 g 作用的 m =点， 
变我们所指的是，从由于表型 ㈣ 中 时项 目的改 " 
灰型乎列的突变. ft 例 1.19 中.序列2由序列1的一个点突变而产生•反之亦然（甲一 

序列3的情况类似）. >由 iW —个序 

对于 RNA 型 r 与 RNA ® *, 设讲…疫由 f 从广到）的一个，变而导 由子每 ^突变. 

列，变为/ V ⑴中的-个序列所引起点突变的数赃突变 L HV ⑴中的 
把在 / V ( r ) 中的-个序列变为 NU > 中的个序列，有 — 1 味丨变为 在任意 其他中 

个序列变为 mr > 巾的一个序 列. 设阶..逢把巾 ^ iV ( r ) 岍麻*的 

性网铬中的一个序列所痛要点突变的败 1. 我们可以认为 * 1 

A 突变的数 1. 

定义 1.21 突变概幸之义为 




















由 f rm ♦与 rn .的值坷能昆 1 间的.例如 


的点突变多于朦的点突变 ， 因而突变的 比值^ 


BI 货 w . .*«.,• • 也不響求广 • 

大于九••霈么源子 N ”，： 

我 ( H 将看到在表5?空间拓扑中所反映出的这种不对称性.间时 RNA [ 可能接近子 

m h . 

距料数不能 ■确定 針⑽ "相 近性的〜种手 g . 
矩离 ㈣ ，辦 "5 ㈣ 所讨论随置 , 必须是轉的； r 与 ，之间 等于，与 r 
3 =离由于距离 函数服 于上述 用途. 一个拓扑空间是可供考虑的自然替代物. 

〜例 1.21 七： . A 明 在突变事所出现的不对称性， 4 本的中，我们考虑的概率同被定义 
过以曼 KL 華」样•但是却 处于非 常不同的环境 之中. 考虑下列状况 . 在图】. 2 8中•我们展 
篆蕈洛兰6个州和它们之间的一张转移慨率（随后给出定义> 表.对于一对州只与 S , 
H 义札 为这两卜州用界的长度，在这里，对于每对州尺与义我们有 ^ = B ^对干 
4後的一 1、州 /?• 我们 定义札 ，•为尺与新英格兰其他各州之间周界的总长度.我们设转轉 I 


摹；^ 等于 k ， 并把它解舞为从州尺随机走出，逬入新荚格兰另一个州，而在州 Site 的 
* Bb,» 

釀辜，戴蕈 fV . 不是对稗的.由于唯一与緬3州交界的州是新罕布夏州， P ME.NH ~ 1 1 ^ 
由于新罕布夏州还与马萨请塞州及佛蒙特州 交界. 在练习 1.44 中再对此例作进- 

步的猓索. 



褢孓 f W 有关的 KNA 咽. 

/( (/ 中喊定型时，和 m r •.的数鳜究竞有多少，对于这样的细节问越我们 
A m 找 V ;的 fe 点.我们使用明 1.2 9 中有关的突变槪率，而数据来自以前所叙述过的 

〜中 • 弟* 行、 /列的表列值,是脱离 s , 的中性网络而终止千 、的中 性网# 
-个摹11的6突变的微率. 






的-种突变的 "I 能性.自于在％中有8种 RNA 型. ㈣ 都有 nl 能突变 
哦.因此，如果々,.,> + •则认为^‘突变到 V ,的 SJ 能性超出各鑒之间相 互突变 的平均 

对予每一个 A …，8, ^R = U } U {, Jp .,> I }, 于是， R 由，以及所有的咖挪 

组成. 对于 后者， ^有卨于突变的平均可能性.錢足 |t = 本身不是一个拓扑何我_ 

它扩展成一个拓扑 • 把 广 / r 定义为包含足 1/7 的《；。上 的最小 拓扑.拓扑 7 V 由在足中的集合取有 
限交而形成的一个基而生成（见扑充练习 1.20). 所得到的拓扑空间称为表型空间 

在一个有限集上的 — 个拓扑，有唯一的生成此拓扑的最小基（见补充殊习 1. 23与1 > 

如乘对于每个我们取 包含* 的所有集合/?,,井设 B , 是它们的交，那么集昧儿 .= fi 
是的最小基，（见补充练习 1.24.) 

根据的槪率表，容易确定这个最小基办，.作为 开始. 如囝 1.30 岍示.在围中，我 
们对位于对角线及每个满足的格打勾. 
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图 1.29 GCh 的突变槪率 
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图 h 30 GC ,.,* 摩表中餺足夕，，念的栴 


对于任一 《• 在 ，行 打勾，对应于尺中的元索.例如 • 圮= 4,… A . ' s ； 

, M . 力了确 定基元素 《. ， 我们 对在,列中有勾号的那些行取交. _.=所在_在^ 

卜及第6行打勾•对拓与沁取交，得 v •一.基办廟个纽域也是如 
请注意，在基元素故包含、*的意义下， 5 t 接近 f ■每个=因_^而 W 包 UI 
:.这反映 r 下述 事实： 每个〜以比较 高的概 率突变到、，.在另 ' J , t v ^ R . „ (&u 

t 有其他的^同〜一样接近于〜麵 • 拓扑学的，的 l 中性网料太批 j 
】特別例 f - 贿地紐了这 n 即与其他、，的巾性 ㈣ 相… 
i 源于&中性网络的突变经常少于转人此网络的突变 . t u 

在构賴扑时.我_平賴率⑺作为⑽.織 

而我们设 7 V 等 f r 心上包括所有 D /v w 如《伐_ 

及作为门他来构建拓扑.在__同-集佘上，可 , m . 期么薷 

心作为⑽.并假设按1：述賴 ㈣ ’方 “ t 11 
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研究者们期望 • 用拓扑学来 建立相 近性的表示法 • 有助于对生物组织的演变至关重要的生 
物学过程进行论证在这里用 RNA 型所提出的简单模型，可以转人吏般、更 S 杂的表型-塞 
因;系统.无论对于现■界还是■学术语賴 ’ 槪性是连续性的—个輕组_分 （ 见第 
4章).因此，表型空间对于连续与不连续进化演变的建模和研究，都提供 J 合适的 工具. 

14节练习 

1.38 证明，用于定义败字平面的 ZXZ 的子集味扎是 ZXZ 上一个拓扑 的基. 

1.39 吋于在数字平面的每个点 ”>• 确定包含 （抓 ，”）的最小 闭集. （这里有可供考虑的 4 种情况： n 均 
为奇数； m 为奇数， n 为偶数； m 为偶数 • /!为奇数； m ， ”均为偶数 .） 

1.40 设我们的表型是由字母 N 和 S 组成的4分置序列，并有具有中性网络的3个表型 t 
N { = ((N,N,N,^),(N,N.W,S).(N,N,S.N).(N,N.S,S)} » 

N , = {( N , S . N ,^),(/ y . S , N « S ),( N . S , S , N ),( N , S , S , S ),( S , N , N , N ),( S , N , N . S )) 

* <( S , N , S . N )«( S , N . S , S ),( S . S , N , N ), CS , S . N , S ),( S , S , S , N ),( S , S , S , S )> 

请确定突变槪率 Pl . P '. i ， fh t » PtA ， Pl.l 和 Pl .2. 
l .- H 设我们的表型是由字母 /?. D 和 F 组成的2分董序列，并有具有中性网络的3个表型： 

N , = UR . R )} 

N , = ((/?, D ),( F , R ),( F , F )> 

N . * {( D , R ), CF , D ),( D , D ), U ?, F ),( D , F )) 

请 W 定突变槪串 /V • pu ， Pk .，. h .， ， p ，.， 和 ps . j . 

1 42 说明枨据表〗 .29 中的概率表确定上的凼 7 时的每一步. 

根据表 1.29 中的懺率表， _$ CC , B 上的氓川， 

1,43 使得 ‘ 上的7%足离散拓扑的的最小值是多少？并验证你的结果， 

144 考虑期英格兰6个州以及在表 1.28 中的相关概率衷.设 MA , MB ：, 幻. rP， 

U , 确定在他|：7；的最小萋.对于这个拓扑，找们考虑一对州 R 与 S ， 其中随机走出州尺之枯 
S 哲陆 的懺率不为零 < 即走出州 R 之后能在州 . S 登陆）. 

⑴•定在^上拓扑 f , ，的*小蓁. 


第2章 


内部、闭包与边界 


在本章，我们考虑与拓扑空间的子集有关的某些重要的集合. 2，〗节介绍集 合的内 部和闭 
包， 2.2 节介绍集合的极限点， 2.3 节介绍集合的边界. 2. 4 节以拓扑学在地理信息系统建镆 
中的应用结架本章. 


2.1 集合的内部与闭包 


一个拓扑空间的任意子集 A 可能既作开又非闭.然而 • 比一个有关的开窠和一个有羌的 
闭集相联系是很有用的.特别是可以把每个集合 - A ， 夹在包 t 于4的 ft 大开熳和包含4的晟 
小闭集之间.这些集合分别称为泌的内部和 A 的闭包. 

定义 2.1 设 A 是一个拓扑空间 X 的 子集. 包含于 A 的所有开菜 的并是 .A 的内部.记为 
A 或 lm ( A ). 包含 A 的所有闭集的交，是？\的闭包.记为 A 或 

显然.的内部是开集 • 且是 A 的一个子集，而 A 的闭包是闭集旦包含 L 于是，我们 
就有该集合三明治， A 被夹在一个开集和一个闭集 之间： AcAcA . 

从内部和闭包的定义就很容易得到下述性质. 

定理 2. 2设 X 是一个拓扑空间，而 A 与 fl 是 V 的子羨. 

(1) 若 I ；是 X t 的一个开集，且 UCA . 匚 

( 2 ) 苦（：是 x 中的一个闭集 • 且 Acr ， 則 cuA > c : r . 

(3) 若 A 匚 則 Int ( A ) CZlm ( fl >. 


(4 ) 若 ACIB , 則 CUA)CTCUB). 

15) 当直仗当 A = lnt(A), .A 是开集 . 


⑹当且仅当 A = C 1 U >, A 是闭集. 的证明见络习2 

下面我们来证明 U >、 0?>和•而 （2> ， （4) ^ I 的所有歼蓽 

⑴的证明设【，是 x 中的一个开集.且^. ■ 

的并，于是 U 是组成此并的集合之 —• 顔是此并的一^ 塞一由⑴屯知，包 W 

(3) 的证明由于 ACIB . 因此 InHA ) 是包 M / ■ 

B 的每一个开集也包含于 lm (⑴，因此 lnUA > C ： lm ( = . tfli - 

(5) 的证明若 A 二根据 定义. lnl( A ' 的 定义. ' '^ ：i 

我们再 W 是幵集出发来证明 A = lnt (/ U . 严：结讼 .4 …一 H ■ 
于八遥 包含于 A 的-扑开集， * ⑴可得 • 4Clnt( ■ 

































现.关于内部賴包的这些 M ， ㈣ 立这 “ fi 


的性质时非常 有用. 4 S - R 中具讀 准拓扑的一个 子襄， 那么 A = (()， U ，^=[0, II 

例 2,1 ^t T=fo 1) 是 r 中具有离散拓扑 的一个 子集，那么乂；石 = [ 0 * 1>, * 

I ：] 中具有有限 朴拓扑 的- 1 ^ 子藥. ⑷ 于 ㈣ 非 空开集 包含于 

例 2 , 3 ' 1 m 而且在此拓扑中嗓-的无限賴 R ， 3此“ 尺. 

i 0 ^：\： T ^ …是- 

•w 注心- a 、) 一. o ) u [1 , r 」 是在《中具有下限拓扑的-个开集， 

fA 1\在此下限拓扑中是闭美，于是同样有万 = 儿 

^要注记正如例2.】至: '4 所论述的，-个集合 A 的内部和闭包，取决于包含 A 的氣 


▲\•上的拓扑，而爷仅仅取决于集合 A . 

…例，；号虑 R 中具有标准拓扑的有理數集合 Q . 我们认为«• ㈣ 是包含干 Q 
的一 5非空开篥. h 是 L •中的一卜元素，那么存在一个开区间 （ fl , 队 ㈣ 乂⑷办 )0 /C 
g 里是在每一对$教之间必有一个无理数.于是每1、区间包含 R — ㈣ 元素，因而以 也是如 

此.这就产生了矛盾*因此 Q =0. 

当 Q 的内部一无所有时 • 如果我们取闭包就得到一切；特别是可得到 Q — 札（见炼习 2.6] 
定义 2.3 — f 拓扑空间 A •的子集 A 称为稠密的，如果 C 1( A ) = A \ 

由例 2.5 可得 ， Q 在具有标准拓扑的 R 中是稠 密的. 

例 2.6 在 R 上的有限补拓扑中，每个无限集都是稠密的，这是什么原因呢？在这种拓# 
中. <篥要么是有限篥.要么是 R 本身.因此， R 是包含一个无限集的唯一的闭集•因此. 


如杲 A 是 K 的一 t 无限子集，那么 C 1( A ) = R ， 因此 • A 在 R 中是稠 密的. 

当需要确定一个特定的点 „ v 何时在一个已知集合 A 的 内部. 或何时在它的闭包之+ & 


以下两1、定理提供了简单的 方法： 

定理 2.4 设 X 是一个拓扑空间， A 是 X 的一个子集.而>»是：\：的一个元素.当且 11 当 
存在一个开集 U . 使得 yeUCA 时. yeint ( A ). 

证明 首先.设存在一个开集 U ， 使得； yei / CZA . 由于1/是一个开集，且包含于^中’ 
f 是 LC ： Im ( A >. 因此 . >^1； 蕴涵; y 6 Int ( A ). • 

其次 ， ti yeint ( A ), 我们冉设 U = Int ( A ), 于是， U 是使得 ; y eUCA 的一个开集. _ 
定理 2. 5设 X 是一个拓扑空间， A 是 X 的一个 
子集.而 •> 是 X 的一个元素‘当且仅当每个包含）的 
升集 之文为 A , y ^ Cl ( A ). 

汪明 见练习 2.10. ■ 

例 2. 7在 t r 4坧扑的中 • 设,4是图 2. 1 
^ f 鄆么在 irt . ffl 的中间是 l nt(A) 的围 图 2 】 R . 中集合 A 的内 都和闭 担 



A 部 、闭包与边界 

___ _ ___— — 

示， 在此 ffi 的右边是 〖 nt ( A > 的 ffl 示. 

以下定埋提洪了涉及内部.闭包 * 交、并和补的莱些有闬的关系： 
定理 2.6 设 A ， B 是一个拓扑空间 X 的集合，下列 命题成 立： 

(1) lnt ( X - A ) = X - CUA ). 

(2) CHX - A )^ X - Int ( A ). 

C 3) Int ( A ) LUnt ( B ) Clnt ( AUB ), 而等号通常不成立. 

( 4 ) lnt ( A ) fUnt ( B )= lm ( AnB >. 


以下证明（】）和（3)， （2) 和 （4) 的证明见练习 2.11. 此外，练习 2. 12提出 f 两个对 
应于（3> 和 （4) 且涉及闭包的结论. 

( 1 ) 的证明 我们分別來证明 X - Cl ( A ) Clr » t(.Y A ) 和 lnt ( X - A ) 匚 X - CI《Ah 首 
先，注意到 Cl ( A ) 是闭集且包含 A . 因而 X — CUA ) 是包含于 X —.4 的一个 幵集. 由定理 
2,20) 可得 X — CUAKZinUX — A ). 

为了证明 lm ( X — A ) 匚 X — CUA )， 设任一 ieint(X A >_ 注意到 InuX A > 与 A 是分 
离的， 因而 j 在一个与 A 分离的开集中.由定理 2.5 因此 

于是 IntCX — A)CX — CKA ). 

由于我们已 经证明 f, X- ClCA)Clnt(X—A) 与 lnt(X—A 〉 CX-Cl(A> 都成立 .于是 
就有 InttX-AjeX—C1(A )， 得证. • 

(3) 的证明 由于 Im ( A > CZA ， 于是 Im ( A ) CAUB . 且有 InUA ) 是 一 t 开集.同蛘 
lnt ( B ) 是包含于 AUB 的一个 开集. 包含于 AUB 的每一个 开集也 包爹于 因此. 


Int ( A ) 与 Int ( B > 都包含于 Int ( AUfi ) •所以 
它们的并 Int ( A ) Ulnt ( B ) 也包含于 lni ( AUfl ). 

下面我们还应说明，存在 
不等于 lnt(AUB) 的 情况. 取 A = [— 1. 0] 
及 B = [0, 1] 为具有标准拓扑的 K 的子集 • 
于是， lnt ( A ) Ulnt ( B ) = ( — 1. 0)U (0, 1>， 
但 lnUAUB ) = ( — 1, 1). 因此，在这种情况下 



imijO 

-- - - 

0 

_ 


图 2.2 lm (4) UlnuB > ^ InrMUB » 


it(A)Ulnt(B) ^lnt(AUfl). ( 见图 2.2.) 於 ， ” 秦 证明 4 是柙崈 

例? I '是^ V . :二二“… 


1 «l 


可得. A 在 R 中是拥密的. 


2- 1节练习 


2,1 


在 以下各 种悄况下岣定 ^ CUA), 

(1) 必二 （0, 1], 在 R t 的下限拓扑中 • 

<2 i A 住民 有拓扑 iA , 0, ld ’ 

(3) A - ttt . c ). 在其有拓扑 I 入， ;wl ， 


川的 n - 
ia . 61>的义一 


<»• d 中- 
:“，办 .< ■'中 
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中 


< e > 






，、匕 ，川 •' …的 

. PU '?'- ^ " t 的卜⑽仆屮 

K .K. …… | …，“… 

1 ’ ( ”m " 祕 4 拓仆 的 "， . 

t u I ‘ .1 • ⑴ t K . r f% ^ V AA. r 

t2 tt 明定 N.: 的 ⑷ H HM 卜淋 “MB 的 『1 
u m 中的 Hfli »m，. _( 机 1 
d 1C«. WKM»CCI’ …. 

，‘、当 H 仅与 •.‘'鼴 W 氰. 

13 村卜 ••••_)• 

况 . ft 许 》 wl« 飆成命.•介 M 样如此 • 1 

L4 "4 - 个集合 X,__m 膚介、齣 


I "" V 与 1.1 M 、. 

2 5 考應在 • t • 含 V 卜 的例外 A 拓扑（吡咪分別付妒包 含广和 r 、 包含户的嫩分 \ 鱗 $ 
Inti/O 与 CUA>. 

2 -ft 在 R j 的祐扑中 ifl 明 K 


2.7 设 H ~e ： R|a^Z. n^'t I ♦ tf 明 Hft n 中 ftW 帝的 . 

2.8 ⑴ ff 明奇•敷的集合在 Z I: 的數 *? 袖拓扑中 tt _ 密的,对 J 俱轉畋的灸僉坫论 W 样成么叫? 

»2» Z 的何忡 ftA / t 的离敝佑扑中密的’： 

2.9 ftnfiHt 炻扑的 K 屮讣叫 M.“， •/、-!“• h I •• ,, . J I n ln»<| j, h]\[c, J 卜 （ d.M 、 
(“ 山， 

2.10 a 明定瑁 2.S: 设 \ td tlM 卜令间 • • 、 这 \ 的 卜 f t. IAI v W. x 的 ^ ； i.K. m 仪 1 饵卜位為 
> 的幵•之 2 搿 A Bj, veCKA). 

*•" 证明定 a 2,* 的 （1) 与 （4): 对卜拓扑， w X 的集众.今 »1H. K 述命鼴成立 
M ) I WX A) \ InMA ). 

' 2 * lni<A>nini(H)~ 1 " 1 ( 為门扪， 

2 12 在以卜蚴羚悄况 >, _«A ;• 格中的 K 系究毚心浼纪 .. 対等 H1 、 成 J 的悄况•爭 例说 明 
⑴⑽) ncit/j) 一 
•2) CHAJUChH) _ Cli^Uft). 


2 2极限点 

<s k 1 的 h 艰祕屮 • n 的极限 A 以找们阶叫中的 // 式出视 • 即此 nl 1 仏 f 
⑹ ㈣ WA 的 1 »m li 足 个 IIKII 1 的慨，怎 . 然咖， M 找 III 來川邻贼. 

’’ I . 队能使⑽ ••’，的定史91 ㈣ . A 不龙令像 it •耶祥 ip # 的拓扑窄间屮，找 们将班 
轉（好黎的多 t 篷4龜黨不一鼓的 — ^ fm t 

定义 2.7 u 足拓 扑女间 X 的一个子集.如來 X 中的点 J 的聲个邻域為的史乘 • 

畢 t . 的个秦.坏么，是/\的极限点 


内々. 

讷 n 低 • t 染 fr a 的 叫舫忪 fiittrrA 中， 
fig. (Vhit 、 拓仆中点 * [: wwo w) 的 t* 炖阳点 . 


--——_ it 

也 " n . K , 1 此 


例2， d ..、-| I t Hint /. I 力 M ». .IMfc 扑 ro K ,, 个 . M . u. 
A 0 t A 的一个供規 A . ffWftl 在？梓 t ； 鏝蜒含 n 的 l 一 


个歼蜒 • « i 有在一 1 k BL 间 （<*. A ) •使 f 等 o 茫 （《 I , A)C 


: m 


【/. 阳对 j 埯卜这 代的矸 r n • < u , *) n a /.. 畸以 • ^ ^ a ] t * r * «♦• / 

t；(lAX W 此 ♦ 0 的柯 t " 邱械•突 *f /\. 而由 f 0 不在 A 中，此令裹輓貪泽十 u 的奔 
u € A 的一个执限点. 


串叱 I : • 0避/\的呤-攸限点.铪杧 . r € R 0) , < V . ff : 町以扠 叫一卜 
嘗么9 A 不相免 f i *7 A 仅交于 J (着 r ^ A ). 在 U 上 两砷锖 ^/ P , 
则 x 不 It A 的-个抉限点. 


的汗 aw , 
，螫 r ^ i ), 


例 2.1 ( > 考患集合 ">， I I :，• I 卜令拓扑的 R 的一扣 f t •⑴ • U 的«躓雇 t ， 卜 A 
呢？ w 柊赶，任一 xe [ o . ij 郎蹵 （0， n 的钒 限点. leCo * i ] 的聲 t 邻 《 u r 技含一 
上为 元象的矸区间 w ， /，>•这枰一个区 W 与（0， ij 交 f 蛘于 j 的一卜 ,),• 凶 a r i *•、• 
i ] 的执 限点. 

此呤.若 I 夺 [0， U . 那么存在包含 .* 的旰区间•与 CO . 11不惰交.叫以.若 4!., 
0•則 j * 不是 （ o . 1] 的敉限点. 

因此 • [0， 1] 遒（0， 1] 的杈限点 i . 

例 2. 1 1 ，縳有韁敵乘 ，V Q 遑其噙幛堆“，1卜旳 R 的卜子 *, <1 K ^ 1 Q « A 1 
点. f •因 H 在？飧定一个实教以 J •为九秦的一 1" 开蜒" • R 含一 ID J 电元•的 奇区阈 
u . /»、. \v K , . O «.、 

因而 j * ft U 的挾限点. 

极限点为我们提 mr 求-个染 合闭包 的間便方法. , 

定理2.«设.\足_ i 、 柘卄空间入的十氣，外设‘ V 是>\的蜒隋東集. 繹上 , 

A\JA\ 


证明 ini "'I ui \ (. 1(1 川 • m ’ 、 \ .. 、 

l v l a. . “I … I Ul UN \、. ！ ,”s ， V」.h \、. n ㈣’ 1 ，，“""" ' 

郎么 . ，的时个邻域交于 A. Ih 定理 2,S. .HrCllV. tljWm ⑽ l \ 

•'! ini '"h i ^ w ui \_. U u ， 

砭 AUA，. .rtCU/\) A ftUt A> ， JV MIMl cu •, 咖 《 HU.l W 

A . 由于 d . A . 这 M 德 ,t 的点 . U • 

外 A . 还祕 ACKA ) \ •郎^ AUA .，^ = 

推论 2 . 9 -个拓扑空 f <] 的十 Mm ， 1 ilf s . VlOrlU 

证明山垃卯 2.2 (6>. ' ch，V n，U i \. aU.l ，_， Vl 

削 MW /\ 的极 ㈣ 集时 • Wf ” 4,111 H 丨 ’’ _ 

仅气 A * C /\. AftHI 集， 这出 M 我们所餐证叫的， 
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例 2*12 螓琴 1.27 ㈣ 、的无覼崎(广® 


2.4 所示.瓖合 C 由沿蓍 ** 轴上从（ 0 


其中 》=()• 1, 2, “, 


(0 ” 料早以及沿•叫去 • 士•”的 § 直料 ㈣ ’ 

• :•• m 異有标省拓扑的 R .’ 的一个子藥， c 的每一个点是1极限点 • 较同在, 

苦我 K 看 L 的点一样.如 ffl 2.4 所示，任一点（0, wey 的每 

，‘ Uy 上的点之针， 

C\JY. 

与故限点相接近的概念是收敛序列的 概念. 

定义 2. 10在一个拓扑空间中一个牛列 
<:”：”•••） 收鈇于 AX ， 如果时于工的每 
个邻域存在一个正整教 N ， 使得当 
时，有 ： r ， eu . 此时，我们说 J 是序列（々• 
j "! ， 


to ). 


') 的 极限. 且记为 


囝 2. 4点(0, ： yO 是无限流的极限点，其中 0«1 


limj . 


j . 


在一个序列收敛于一个点 r 背后所隐藏的想法是 • 给定^•的任一邻域以，此序列最终送 
\ r 并逗留在其中. 

例 2.13 如图 2.5 所示•考 £|R 中由心二^^所定义的 序列. 对于 R 上的#准拓扑, 

此字列收鼓于0，这是由干0的毎个邻域包含一个开区间（一 a ， 0)，并使此序列最后进人异 
逗曹在莫中.（见练习 U 2.) ^ f . i , T ... iri ]—" \ 

在另一方面，如果我们考瘪 R 上的下限拓 3 5 ( _ 1)B 

扑，此字列却不收敛于0.例如，取0的邻域 图 2 . 5 序列 t = 

[0* 1). 此序列进入这个邻域，但是从未逗留在其中 • 这是因为任一其他项会跳出，單一 < 
小子0的值.事 买上. 在 R 上的下限拓扑中，这个序列恨本不收敛. 

在 R ” 上的标准拓扑中.极限点是序列的极限，正如以下定理所指 出的： 

定理 2.11 设 A 是在标准拓扑中 R ” 的一个子集若 j ： 是焱 的极限点，那么 A 中存在/ 
个故敛于 z 的 A ( 的序）列. 

证明见练习 2.20. ， 

侘一个-般的拓扑空间 X 中， 集合 fl ( ZA r 的极限点不—定是中—个序列的极限 .（0 
习 S •级) 

»千我 I 1 ’如果—个序列收敛于—个点，那么此点应该是唯一的.此 j 
场合.但是在其他拓扑的场合，情况并_此.例 如. 对于 R 上的二 
⑽习、， ㈣ 飞超过有限次元家的，值域为无限的每个序列，收敛于只中的毎’ 

夫空间.述情况貌不可能出现 r 以下的定理给出豪斯多矢空间的士 

M 2 J 2 若 A 是一个豪斯多夫空间 • 則 x 中的点的每一个收致序列，线于、中 


内 与 A 界_ ____ n 

— — 

味一的点. 

证明令 ■ X 足一个豪斯多夫空间.设一个序列 （A • r : • •，•>在 X 中收敛于两个不同的 
点 . r 与 >. 由于 X 是一个豪斯多夫空间， jc 与: y 分别有不相交的邻域 u 和 V . 因为序列 q . 
j Jf ―)收敛于 I . 所以存在 N 6 Z 、 使得对于所有 nSN ， x ^ U 蒗 X ， 同样，存在 
使得对于所有成立.于是 • 若仍间时大于 N 与 M 时， x ^ eLTOV . 这我同 [:与 V 
不相交的事实相矛盾.因此，在一个豪斯多夫空间中，收敛序列收敛于唯一的点. ■ 


2 2节练习 

1 , 13在以下各情况 • 确定 A 的极限 点集： 

(1) A = (0. 1]. 在 R 上的下限拓扑中. 

(2) A = l<ih 在具有拓扑 IX ， 0. Ui，，tu 6,的 A ， u . 6« c 中. 
U > A—Ui c ). 在典 有拓扑 lX . 0. iu ， < a . 6 的 X ， ： a . 6, ‘ 中. 
(4 j A ={6). 在具有拓扑 H 0. { a ), (< j . 6； 的 •办 , r 中 • 

(5) A = (- l . 1) U <2). &R 上的标准拓扑中 

(6) A =(~ l . 1) U (2). 在 R 上的 T 限拓扑中. 

(7) A - Mj , 0)6 R ? j€R . 在具有标准拓扑的 拓中. 


2. 14 


2.15 


2. 16 


2. 17 


(8) A = {(0, r)eR U€R . 在具有由练习 1.19 中的塞生成的 R 的拓扑中 


( 9 ) /\=!( x . 0 ) eR ： | jr€R . 在具有由练习 L 19 中的基生成的 R 的拓扑中 • 
对于任一 n €" Z r . 设 B . = U , »+1，”本 Z ，-•>. 考虑窠族^= '8. ’ Z * 

(1) 证明 <B 是 JT 上一个拓扑的 一 个基 


(2) 证明由41所生成的 A •上的拓扑不是豪斯多夫的 • 

(3) 证明序列（2， 4* 6, 8.…）收效于7/中具有由 1 *所生成的拓扦中的毎―仑- 

(4) 证明： 其中不存在重叟超过有限次元索的每个 序列.在此 拓扑中收效于 中的 15 卜与 


(5) 找一个 值域无限的序 列. 在此拓扑中仅收餹子 I 
在 R 上的有限补拓扑中鴯定 [0, 1] 的保限点集 

在数字袖拓扑中确定单点集 J 的极限点集. 《结果 ㈣ 子” &奇放 M ® 11 


i 1 v A in , 


限拓扑，记为 Rn . 一 

(2) 分别在 F 限拓扑艮及有理 F 限拓扑扎中 = . ， /2 和 11 的 


2.18 在 R 上的标准拓扑中_定>!去十士 w€2 

219 本® 假定 R 具有有限补拓扑. 

(1) 证明： 其中不存在 mt 超过有限次元索的毎个序列 

(2) 找一个值域无限的序列.在此拓扑中仅收藏于 

(3) 找一个值域无限的序列.但没有*限- 

2.20 证明定理 2.11: 设 .Y 是在标准拓扑中 R •的一 ^'子 11 
z 的点（的列. 

_定集合 

j (: •训 士 ） e » 


t 的祖限在集. 

• 收放于 R 中的每个点. 

若 x ®. t 的》»点.節么 

1 1 0 ^ ^ * | 


A 中 ft 班一贪找蒙旁 




















扑 ㈣ 中 衫由定 0 ^ 列， 

⑴ ㈣ 存的任:::包 含賴 间“在 a v tf ez 、 兜虏行所有"》 / v . 部 U 卜 a ， n> 
(2) tf 明針每 HfS 间卜《， 〆 柯 
: .23 设 ru 中的子«族.由空集和任一其朴集 661 教使的集含所组成. 

，n 证明 fMR m 拓扑 It 称为可数朴拓扑 •> 

⑴ ii 明在可数补拓扑中，点0是襲合 PR -⑼的极限点. 

⑶ U 明在可 tt 补拓扑中 • R H 没有收計0的序列. 

23集合的边界 




对于集含边界的含义，我们己经有了一个直现的 了解： 它是位于与此集合的内部和外部 
都相接近的那些点. （见图 2.&>但是，正如我们已经看到的，存在一些与此相对立的例子和 
拓扑，与我们的直觉构成挑战和对抗.例如， Q 作为标准拓扑中 R 的一个子集，它的边界是 
什么呢？此外 ♦ 在有限补拓扑中，闭区间[0, 1] 作为 R 的一个子集，它的边界又是什 么呢. 
一个集合边界的定义，为/能严格地加以使用，作为拓扑学中一个重要的概念，已经被认真 
地加以选定并得到确切的理解. 

定义 2. 13设4是拓扑空间 X 的一个子集， A 的边界 （记为 3 A ) 为 
aA = Cl ( A )- Im ( A ). 

例 2. M 设[一 1, 1] 在 R 上具有标准拓扑.如图 2.7 所示，我们有 C 1( A )=[ — 1, 1]. 
苛 Im ( A ) = ( — l , 】>•因而 3 A =< — 1, 1}. 



图 Ifi 集合的边界 


图 2.7 在 R 中确定[一 1, 1] 的边界 
，2.1 S 设 A 是在图 2.8 中最左边的平面的子篥.正如图上所示， C1 ⑷是 
金， \ m ( A ) 是一个开圓盘，而 M 是一个圓周. 

以卜的 也理给 出-些条件，有助于我们确定一个点是否在集合 A 的边界上. 


.个《 



内部，埘包与 
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当置仗当 


的每 f 


定理 2. 14设 A 疋柘扑空叫\的一个子集 • 』 的—个点 释么 
邨城与 A 都有交 集时. . r € dA 成立 • 

证明汽先.设 . reaA . 那么， x € C |( A ), a ^^ lm ( A ). 而由于: reCUA ), 于是，的 
闻个邻域那与 A 有夂染 • 此外，由 Fj 竽 ImtAh 于适 J 的毎个邻域不是的子集.因叫/ 
x A 有交祀. W 此， J 的毎个邻域 l ] A 及 X 舴仃交集. 

涔设 r 的毎个邻域与 A 及 X A 都打交集. fS ， •且|61：1(叉一 A >. 由定周 
2.6 12 )， CKX A )- X - lnt ( A ), W 而 Jr 任 所以， xeCl ( A ). fl fnt < A > •即 

a ：6 CKA )- Int ( A )~ aA . ■ 

以下是与一个集合 A 边拌有关的几个立杆见影的争实.它们全都 q 迅逢地由定义推出. 
定理 2. 1 S 设 A 是拓扑空间入的一个子牴，那么成立关于 A 的边不的下述命题： 

(1) 3 A 是闭集. 

C 2) aA = Cl ( A ) riCUX - A ). 

(3) dAnint ( A ) = 0. 

⑷ aAUInt ( A ) = CI ( A ). 

(5) dACZA , 当且仅当 A 是闭集. 

(6) dAf|A = 0, 当且仅当 A 是开集. 

(7) 8 A = 0. 当且仅当 A 軋开 又闭. 

证明见练习 2*28. • 

例 2.16 考虑 Q 在 R 上具有标准拓扑.由于 C : KQ ) = R ，而 lnt ( Q > = Cf , f 是有 3 Q R . 
因此，整个实轴 R t 实數的边界.这当然是合理的 -每卜 实数与有理数的窠合•以及它的 

补築即无理数的集合郝任意接近. ^ 

例 2. 17考虑怍为具有标准拓扑的丨中一个子集的竖直区问 ，0 Kv : — 1. 1]. HT-H ：■ 
式来曹此区间， BP 把它作为 R J 的一个 子集. 而不是当"的一个子篥， t 的边界 如句堤现犹‘ 
会产生巨大的 差别. 此时， lnt (/\) = 0. 且 CKA > = A . 因此 d ，4 = A 

例 2. 18设在具有离散拓扑的 R 之中八=[一 1， 1] •此时. ,nt(A> = L " [，1> ^ 
a ( A ) = [> l ，1], 因此 BA = 0. 

而如果我们把[―】• 1] 看作为在此离敎拓扑中既开又闭 

边畀就是 空集. ^ ru4)JS( 

例 2 . 19 设一[. { 1] 作为具有下限拓扑的买 ㈣ 的一个子集.此时 .. 

而 lnt ( A ) 二[一 1，1)，因此 aA=Uh v 而不仅议依 

以上儿个例子说明•-个集合 A 的边样•依赖于包 ^的染 & • 

赖于 A 本身. 

2 3节练习 

124在以 k 各忡情况 卜扇定 aAt 

( i > fr h h 的下限拓扑中必 = i • 

( 2 ) rVft 為炻扑 <•>：• 0. …以：的 A 


子是由 定 礓 2.15 ( 7 > •它的 
- l . Ilf 


<u , 0. «•) 屮 
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2 . 25 




6, H 中 rl . 

b * c ) 中 （ m . 


(3) 在翼有拓扑 | X , 0» ♦*• 办的 A 

⑷ …拓扑 U . 二 '=■: 

<5 ) 在 RiJMWB 扑中 4 十 h，)U 

⑺在具 _ 二二 ^R „ e R 
在具有由珠习 1. 1 9 中的基所生成的 1 * WfD,r 
叫在具_习 …中的墨料成的* •.的拓扑中 A=<u ， 0,eR ,x€RK 
( |) U»H «十1, -• •}• 其中解 <« e5L fiE 败字轴拓扑中病定祝 /•••). 

可以为铒.也可以 为奇* «也如此 -) 


(这里要考_軔 

m 珂以为 «. 也町以艿砑 * ， 

( 2,当” eZ , 在歓字_拓扑中确定分別考虑”为供或为奇的情况.讨论你关于 d <” 的结漀怎 
何借助在1」节中所描述的数字拍来反映数字图缘 S 示的 结构. 


2.26 在保褰拓扑中定 R 的下列各个子集的边界 


fl ) .4 = f ( x . 0)6 K , ktR 

(2) B=Us, vJeR 1 r>O f y^O). 


(3) c =((^- 4 o ) eR * l » ez * i . 

⑷ D =( U . >)6 R * |0^ jr , - y < l ). 

2-27 在有限补拓扑的 R 中聽 t 3([0. 1」>, 并检验你的结果. 
2 -^ 证明定理 2. 15:设是拓扑空间 . Y 的一个子集，那么 t 
< i > 是闭集 • 

(2) dA = CldDCUX - A ). 

(3) aADlmrA ) = 0. 

⑷ dAUInU . A )»= ClM ). 

，s, dACA . 当且仅当 3 是闭集 
(6) ^ HA =2, 当且仅当 4 是开集 
⑺ dA -0. 当且 G 当 .4 ft 开又闭. 


2 4 在地理信息系统中的一个应用 

数据. ，能汇总、存储、处理和显示与地理有$ 

出__==7 ==理_.为了分 析空间 的信息 • 用户砂 
的 擄述. 以便进行分析和的 S 问題.是把空间关系具体化为关于空间对象於 

部归_侧6^的地的保护时， G 1 S 的—位用户可能想寻求部㈣ 
行搜隶.弁考察它们相 s 之间的图 2 . 9 . > GIS 就会龍地区域和州内风景区择 
㈣ ，在-个地用信息系统使所有满足特定要求的湿地得以重现 • 

作为 数学家来说，需要能对陆地区域之间可能的不同关联方式: 
⑽交集和无咖咖细^.\于如了解2合是否細. ㈣ 在⑽中•还涛 

H 10 中，集合 A 与 B，U 


G 1 S 中 
以及 <与 


B' 


内却， 用包与边界 

---- - -- - - — 

交集. 但它们的交集在本质上却有 明显的 差別.需雯使这呰差别更加精礴. 




此外 • 对于图2.1】，乍一看来(：与 D 有交集.但在对我们所见到的状况迅逢玫大之后 刼发熳 
它们并没有交集.在一个 GIS 中所存储的信息涉及这些集含之间的关系 • 与它们在特定状况 中怎巧 
出现无关^于是，裉据所存储的 C 与 D 无交集的信息， G1S 就能 痛保这 两个集合之间的关系.实贡 
上与表示它们的可能导致错误的图形表示，特别是由分辫皋很低而显示出来的*些特设无关 

让我们来应对有关 GIS 建模方面的霱求.在对1维信息建模和进行处理时，汁算机系缓 
是非常有效的.在自然界，1维信 B 在本质上是数字.而计算机系统对实 &系统 以及它的荩木 
运算和顋序关系拥有一个正确且行之有玫的模型.计算玑可以容易地处理有关 I 维焓息方面 
的问题.例如 • 可以回答： 4 •如果我开出一张1000美元的支票•我自己的存款肇户会透支 
吗？”以及“新英格兰6个州的总人口是多少？”这样的问題. 

但是， 当信息的状态提升1维时 • 建模就会变得更加困准. - t 瘼考 II 回荅诸如 
“黄 石国家公园在哪一个州？' ••伊利诺斯州在佛罗里达州的北 面吗一 这样的问題.能赛 K 菩 
这些问题的系统，必须保持地理对象的踪迹.必頃能够完成与它们有关的运并能够栲磡 
地定义诸如 ••在其中” 、“在……的北面”这样的关系.此外 • 这样一个系统还必哥与我1»;的 
直觉和对这些对象、运算和关系的理解相-致. 显然. 这是在建模方面一項重要的霱求- 

地理信息系统理论是空间信息科学与工程这一領域的一 t 组成部分.它在近年来经历 r 饽、的 
发展.拓扑学在该领域中提供了许多有价值的建模工具.我们提出最早发表在 - 上的一个 ® 
单模型，它在定义和区别两个地理学区域之间的关系时使用了拓扑 学的鑷念. 虽巧这卜模 S 弃$完 
善，但它却是一个起点.这个模型所提出的对此关系的描述 • 己经作为 GIS 产也的钵 / t . 

在我们提出的这个模型中 • 我们的兴趣是拓扑空间入，中的一对闭集■'与石，我的目作 
是用 拓扑概 念来考察在 X 中 A 与 fi 彼此关联的不同方式. 

巳知 X 中的闭集必与 fi . 我们考虑4个交集： dAAdB , AHB . aAHfl . 40 dfl •考亵 
它们是否为空集， 

定义 2.16 对于集合若>，是空集，定义 （:. y = 0* 若 y 不是 空蠢* 定义 L 二己知 
X 中的用臬 A 与 fl , X 中 A 与 fl 的交值定义为 

^ ， CV r i» ，〔’，*•■» i “ Vw 

在平面上一对集合的交值的例子如图 2. 12 所示 • 
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田 2.11 H 合 ( ：与似乎有交集.但是径放 图 2 . 12 好 Ifiii 各对集合的交值 

大后却 显示它 们并没 有交集 


由于在1项交值中的每一项 0 了以焐0或因此交值有 W 种不同的可 能性. 此〗 6 种 吋能性 会导致 
平面上16对⑺集.在图113中图示了其中8种.在练习 2*34 中，我们要求找出其他8种例子. 

淨 _ g g 'g | — 華 1 鼠 

'lo o m * iwai ) ( u . o . J ' a . u , i ) ( u . o . 0 . 0 ) io , i . o ,«) 10 , 1 . 0,n < i , o . i,n 

图 2. U 在甲面 t 导致\种司能文值的各对闭集 


在诸如 G 1 S 的应用中，我们要求限制所考虑集合的 类型. 例如，我们可能仅希望为图 2.9 
所示的那种地理 K 域建模.闪此我们将排除像图 2. l : i 所示的有一个线段突出来的那些集合， 
虽然当我们考察国家之间的边界时应该允许用无限细的弧.但我们并不要求 it 它们表示陆地 
的面积.我们如 何排除 所有各种可能性呢？下述定义帮助我们付诸 实施. 

定义 2.17 若 A - ClUnt ( A ))， 則称 A 为正则 闭集. 

例如，闭区间 「 u ， A ], u < b . 是具有标准拓扑的 R 中的正则闭集.由于它的内部是 （“. 
M . 而它内部的闭包是原集合： a . 在图 2. 14中左边出现的集合，是在标准拓扑中平面的正 

剛闭子集，而在右边出现的集合则不是. 

平面的 iE 则闭子集没有粘贴的胡须，所有的边界 
点具有任疸接近于内部的点.（见练习 2.35.) 在为地 
理 K 域建模时，这一特征是一项基本的要求.对于正 
« W 闭集来说，以前 我们矜 限制住16个交值中仅有某几 
个是可能出现的.我们借助下列定理和推论，就使此 
点成为显而易见 的了* 

定理 2. 18设 A 与 B 是一个拓扑空间 X 的正則 
竭集若 bAnB /0, 則 Aflfi 关 

证明右 先. 我们 证明 aACCUA ). 由于 A 是闭集，于是 aAC 九 此外. 由 n : 则⑷樂的 
定义， A - CKA ). 凶此 dACCl ( A >. * 

( V 東证叫 ， ti bA 0« / 0. wUflB 尹 0. 设_£#0.并设 . r 是此交集的一个元家. 
由卜 , f - oA - CHA ), f - 是每个包含 r 的幵集交于 A , 而堆包含 ./ •的一个汗集《 因此. 月与 A 
h 交 t ㈨ 此. Afifl /0, 这1下.是我们所嬰证明的. • 



州包与边界 


f 列推沦 S 然成立： 

推论 2 .P 村 一个拓扑空网 X 的一对正_八与好“ 

, 0) , <1, 0, 0, 1>， （0. ()• 0, ])， （1 , 0 , 1 u 2 , ^ U 

10 个交值中的毎一个 « M ; 能由推论 2. 19排除.这个结论 11 是不可洗出现的 
芘中一 些如图 2. U 所示 ♦ 其余 v 祀 1 由平面卜恥岑成付的 |{ ：，加 






得出.其中一•些如图 2. I 3 所示 ♦ 其余珂见蠔名 2 . 34 

交值为我们提供 T 区分两个 集合吋 能有交槊的不同方式 


f 成对昀正和闭集 


构形.然而存住这样的情况，交值允 i 午我们对两个集;户二不能客不同的 
如.容易看出，若 “ = 0, 0， 0 J ， 那么 A 与 fj 是分离徒 | ，出衿宅的结沦•例 
定.我们将获得交值所允许的-个雜，啦两个集合_形的本 

定义 2.20 -个可平面化的空间区域是滿足下列条泮的 K 他持定 的结松 

⑴它 是正則 闭集. ， ”《具子篥 C : 

(2) C 的内部不能表示为两个非空开集的并. 

我们已经指出过正则闭集的 t 要性.在可平面化空间区域的定义中的第二十条件 
关. 它是一个拓扑学的 性质. 是第 W 的课题.这个条件 要求：此集諕 有相互分离的 
仪有彼此穿过边界可到达的内部.（见图 2,15. > 

闭球和多边形是可平面化空间区域的例子. 


有 


©'00 


关连通性的这些结论需要证明：这些集合满足成为 
可乎面化空间区域的第二个 条件. 在第6章，我们将 - 一 I > 

推导这些结论. 田二丨5不 t 可乎酾 《：5 «K 域的集会 

在囝 2. 15中，我们展示了不是可平曲化空间区域的平面子亀的《子.鬌合*\ 不逵 可平面 
化空间区域，这是由于它不是正则闭集.集合 B 不是可平面化空间 K 域.这！由于它的内部 
是两个非空分离开集的并. 

下列定理指出 • 如果我们自 d 仅限于考虑可平面化空间区域，借助 交值. 軚能时所涉及 
的集合之间的关系作出特定的结论. 

定理 2. 21设 A 与 i 3 是可平面化空间区域.吋于 
A 与 B 来说. 只可能出现右列表中左栏 t 所列的 交值. 

此外，如采交值列入左栏中，那么 A 与 fl 的关系列入相 
应的右栏的栏日之中. 

此表最后4行的结果对于一个拓 扑空间 X 的每 
对闭集 A 与 B 确实成立. I 见练习 2.30. > 这个定理 
其余结论的证明，需要在第6孝诖 t 的有文连通性的 
结论.在6.】节的一组朴充练习中•我 们冉电 提这垮 
结论 

以行的结果特别有趣.己知两个町平面__域.如 
u °* °>* 8找么我们就可以得出结论 • /^求的. ㈣ 狼 

、〜个集合成为 BI 平间 K 域所 ㈣ 两作质. H 二1 n u . ， 

这两怍质，耶么对于_⑴ U 0,⑴，⑽找的 的⑽ 
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件.喂 n 已泠对交值加以 r 铗，采用: r 一个以拓扑学为基础的函牧 • 考虑如时付波此有关的 
5个地理区域进 行编码 I a [ Ryd ]}. 我们并未指定 ••地 理区域 •• 的明确含义 • 但是它们龜 01 


平曲 化空间区域的 一# 例 

由于地理 K 域是玎平面化空间区域，定埋 2.21 适用.因此 Upm Geospatial Co nsort|U m 
软件已经采纳了一神语言 • 来对各个地理区域之间的关系加以描述与交值有关的描述性的 
表达式在 F 表中已列出.这畤描述性的表达式覆盖了两个地理 1 ^域之间关系的所有曰 I 能性 
、由定理 炙21 可 知）. 而且由于它们与特定的交值有关 • 因而是相互徘斥的. 


禱述性表达式 


~~W^ - - 〜 

A 与 fi 计离 

u). 0, 0. 0) 

ADB^O -- -—- 

•4 与 B 相切 

(1, 0, 0. 

,<\nB=aAnas 一 - 

A 等于 B 

u, i. 0, tn 

A^B -■— 

4 内 

(1. 1. 1« ”或 (0. 1 ， 1 •⑴ 

A<ZB -- 

4 包含 B 

<1. 1. 0. 1. 0. 1) 

AZ)B - * 

今与 fl * 曼 

<1, l, 1. i»i£<o. 1. l. l> 

lnt(.A)f|Int(B^*0, AiZB. BCA 〜 


请回忆前面 已描述 过的状 况.其中. G 〖 S —个用户提出一个请求，希望寻求部分或全部 
归飄于 一个州的风景区所有湿地的 显示. 作为对此请求的回应 • GIS 会对包括一 f 湿地区域 a 
与 一 t > HRl 铁区内区域 B 在内的各对地理区域迸行检验，并对所有这些对地理区域作出诸如 
A 与 J 3 相等、4包含 fi 或 .4 与 B 部分1叠的 回答. 

之4节练习 

2.29 设人=及 B = O . 是 R 中的有羿闭区间.对以下的每组交值确定哪 种能， 哪忡不能导 
致 R 中的 .4 与 B 的4种可齙的交值.描述哪些交值能导致，并证明其余的交值不能导致. 

(1) (0. 0. 0, 0), Ut 0» 0)» (0, 1. 0. 0). (1. 1* 0. 0> 

(2) (Ot 0 V 1, 0). (U 0 t 1« 0). (0« 1. I , 0), U . 1, 1. 0) 

(3) (0, 0. 0, l)t (1. 0, 0, 1)« (0« 1. 0, 1). (1. 1, 0, 1) 

(4) (0, 0, 1. 1). (1. 0, 1, 1). (0, 1. 1. 1), u . 1. 1. 1) 

2.30 设 4 与是拓扑空间 X 的闭集. 

证明： 如果 = 0 , 0 . 0 >，那么 AriB = 0 , 

2) 证明： 如果/ 4 » = U , 0, 0, 0>,那么 AnB =3 AndB * 

<3) 证明： 如果 I , K 或 （0. I ， 1. 1>,那么 

lnnA > nim ( B )^0. ACB, BCA . 

2 . 31 本 18 要求 S 明： 如果我 们故弃 对于鴯定鴻与 B 是 5 J 平面化空间区域的任一条件，那么/^二“， 1 ’ 
o . 0 ) 来必蕴涵 A»a 

U > 挙平面 i : 闭集 A 与 B 的一个例子，使得 / 4 ,. = U . 1, 0, 0) 且 /\# B . 

2 > 牮平函上闭集糸与 B 的一个例子.其中每个闭集以一个开球为它的内部，使得“.》= <〖• I * °* 0) B 
I 在第 6 攀.我们将证明'在 It 中的一个开球是连通的，其含义是不能表示为两个分离作空开 
子集的并.因此，•个以开球为的内部的集合，满足成为可平面化空间区域的第二个条件 .） 

2. J 2 明： 如樂 U 是一个开集，且 B = a ( 【 J >. 那么 是正则闭集. 

2. 13 am ： 闭矩彤 U ， d ] 作为平面的-个子集，是正埘闭集. 

LU 7 ft . t -对闭集的例子，导 致在围 2-〗3中未描述的8种交依.只要存珂能 • 就使用任一吋正则印 11 
Z -35 0» 擊 ( H 说明 aA 来必等 d ( Im ( A >). 

威蝌： i !4 f ir_W 集 ciA - d ( InUA >). 


第 5 拿 


构建新的拓扑空间 


在本章，已知的特定拓扑空间出发. f ㈣ 卽的拓抒賴 
节.我们说明一个拓扑空间的一个子集如何从空间本身传承— 拜拓扑 ; 
在-个新的拓扑空 间如何 通过取-些 拓扑挪 的_ 结果. 卿抓 
在 3 . 3 节和 3 . 4 节中，我们说明如何把—个拓扑空间的几部分“在—起. 

商空间的一种新空间.最后在 3 . 5 节•我们引入构形空间和相空间.终考鬌 一托, f 看_ 
看它们在物理科学中是如何出现的. 

在整个这一章 • 我们引人许多新的拓扑空间.敌岍涉5的拓扑来说.:; 
间不能加以区分，就继续使用“拓扑等价”的说法.在第 i t . 我们轉 £式用痄为同 ILCi 
数，来定义拓扑等价. 

3.1 子空间拓扑 

已知拓扑空间 X 的 一 t 子窠 Y ， 以下1根据 X 上的拓扑亵宅 O t 的拓 f 卜的 一 #自1的 
方式 • 

定义 3 . 1 设： V 是一个拓扑空间.而 y 是 Y 的一 f 子 t . t ^ 7 ,= l - 0V L & \ 

开臬},称为 y 上的子空间 拓扑. 而对于此拓扑，你〉’为 - v 的一卜子空间上子 
空间拓扑的一个开集 • 我们就称 vcy 在 v 中是 开的. 

于是，在 y 上子空间拓扑中的一个集合是歼的， to 电它是入中一令升 11 与清 c 

当然.我们霱要确认此 子空间 拓扑确丈是一 t 拓扑： ^ nv t , v ^ vn> 

⑴首先，我们注意到 0 与 v •在 v 中都是开集 • 屮 V . … 

(2> 其次，我们 证明. 在 >• 中有限多个幵集的交.在》中 n 
、是开集.駐对于每个“在 X 中存在幵集「，使得' ^ 1 _ v ，、 n ) 

V , n … n V ';⑹ n n n •，•，有 V 的 l x 中.“” 

由于 an … nt /, 在 x 中是 歼集. 于是 … n • 

集，因而在 y 中是 开樂. 体》.中鳗旰集.设1 ' H>, 

⑶最后.我们证明，在 Y 中任 m 开集的 州, - r . ny . WA ‘ 

开集的一个集族.耶么对于每 W 中存 I ** 

uv .赛 T 二二一 _ v 


汶炷 . I in it V rh » 坏 tt 






























中是开集 

% u ,. l 考忠 /=[()• 1] 拓扑的《中的4 子策. 在'上的子空间祐扑中 • 

在/中的开集在与/相交的 R 中是开集如 .和如（“， 的窠 其中 0 .在/上 
的子空间拓扑中是开梁（同样.在 R 中也是开 C 而由于0<«<1， 集㈡ [0, “）与（《， ！] 
在/上的子空间拓扑中 ㈣ 是开集 • 即使它们在 R 中不是 开集.（见图 L 3 . 1 丄 

例 3.2 者虑从 R 上标•准拓扑传承而来的整教藥合 Z 的子空间拓扑 （见 m ) •由干在 
K 中的开区间在此标准歸中是开集， X 由于每 M 心含于 — 含其他 ㈣ 的开 W 
之中. 力以 fe 含毎卜整数的单点集，在 Z 上的子空间拓扑中是开蘖 • 这些集合的任惠并是 f 
笔.因此， Z 的每个子築在 z 中是开篥. A 5 Z 上的子空间拓扑是离敵 拓扑. 


0 

O 


0 


R 

I 
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图 3.1 在 J = f 0， 1_上的子空间拓扑 



图 3.2 从 R 传承而来的整数集 Z 的拓扑 


K 


. \ 


在前两个例子中.我们可以把从 R 1:标准拓扑传承而来的子空间拓扑，看作是在对应集 
合上的标准拓扑.更一般地，我们有下列定义： 

定义 3.2 设/是 R ’ 的一个子集.^上的标准拓扑，是由具有标准拓扑的 R •'的一个子空 


间传承而来的拓扑. 

于是.圆.球以及吏一般的”维球面怍为欧氏空间的子空间，全都具有一种标准拓扑. 
这个结论对于圆盘、《维球、幵圆盘及幵”维球同样成立 • 

例 3 . 3 设 y=[—u o > U ( o , i ] cir . 在 y 上的标准拓扑中， [― 1 ， 0 ) 与（ 0 , 1] 部 
I ：开篥.囡此，它们的补集分别为 （ o . 1] 与[一 1, 0)，在 y 上的标准拓扑中是闭窠.于 
是，在 y 上的标准拓扑中.集合[一 1， o > 与（0, 1] 既开又闭. 

在定义 3.1 中，我们定义了 “在 y 中是幵的”，下面讨论在一个子空间拓扑中的闭集- 
定义 3.3 设； （是一 个拓扑空间，并设 ycx 有子空间拓扑.我们说集合（：0，在¥中是 
闭的.如果 c 在 y 上的子空间拓扑中是闭的. 

c ： 6•: y 中是闭的，这究竟意味着什么呢？ 一如既往，闭意味着它的补集是 开集，因此如 
果 y r 在 y •中是幵的，那么集合中是闭的.在另一方面. t 列定理 指出. 我们通 
过取 x 中闭集与 y 的交集，就可以得到 y 中的闭集. 

定理 3 . 4 设 x 是一个拓扑空间，并设 y 匚 x 有子空间拓朴.那么，当且仅当对予又中 
的某个闭集 d ， 有<:= 0 门^, ccy 在 y 中是闲的. 

证明 见练习 3.3. 1 

我们将发现 • 用原空间的一组基，能产生此拓扑空间的一个子集上子空间拓扑的一粗^ 
这楚很有用的结论. 

定理 3.5 设 x 是一个拓扑空间.《是 x 上拓扑的一组基.如果 ycrx ， 那么集族 


足 y 上此子空间拓 扑的一纽基. 


办- ^ H V|B e 


53 


::% nr.^v “中 I 开； 

例 3.4 "包含于具 $ K r ' 



uny 


图3,3 f 空间拓扑的传承基元家 


H 



图 3. 4 S 1 的基元 JffeiltHg 的 开区间 


重要注记 当把 “此® 周”作为一个拓扑空 间时. 我们是指夕 具有标 4柘扑.当我 fll 枯 
"一个 圓周” 时，是指与此圓周等价的一个空间.这在 ** 此圈盘”昝代•一 >圖 盘' ••此球 


面”替代“一个球面”时.同样成立， 

例 3. 5 在 R ' 中•设（/是在 -f :二面上‘ 

当（：绕 2 轴旋转扫过而成的 R 的子 空间. （I 围 L5.> 砑年:宄？： 空间七 •环面 ♦ 5 r . 

例 3. 6 :、 R K 、 、 

的集族（见图3.6)，是 S 上标准拓扑的一组基 • 



3 1节缟习 

31 iftX -. U . 0 , 6 RMx 6 R ). »述此拓作 

空间 

3,2 设>、卜1， I ]有标准拓扑 . T 列集含中■柱中的拜 § 


x ㈣ 为具有你准拓外的 B 
_#署|*州开梟” 


的 - 彳产 






















3 . 3 证明定 JS 3.4: 设. \ g - H6 扑交问，并设 ycA .有子空间拓扑 那 么，自且仅当对于乂中的某个 『At 
0 . 有 L '= DnV , rtz > •在 Y 中是闭的 • 

3.4 设5〕. T 列 V 的 1 •'集在 V 的 ㈣ 拓扑中.幵集？哪些是用集？哪些既不汗又不闭？ 

U ) to . U tbl 10» lj ( C ) u » ( d ) <0, 5] ( e ) d , 2) 

[ 1 , 2i ( g ) ll . 2 j ih ) [1* 2] 5] ( j > [*** 5 j 

3.5 设】 =((>•:• 有传承自具有 1* 限拓仆的 R 的子空间拓扑.在 V 的此拓扑中，在 y 的标准拓扑中•下列 
V 的子龜鬌年1幵竃馨些铯闭槊鬌些既不幵又不闭？ 

( 9 ) <0, 1) (0 t ll ( c ) (1) (0« 5] ( e ) 11. 2) 

… [1. 2、 ( g ) tl . 2 'l ( h ) [1. 2] t «) (4* 5] ( j > [4. 5] 

3.6 设）， = 、 4： ui 5：. 在 y 的你准拓扑中 • 下列 y 的子集哪些是 开集？ 哪些是闭集9哪些既石开又不闭， 
<«» (0. 1) ( b ) (0. 1] ( c ) U ) ( d ) 10. 4 j < e ) (1, 2) 

<fl [1. 4 ) < g ) U . 4] < h ) [1, 4] ( i ) [ A ) ( j ) (4, 5> 

3.7 没 X ft — t 豪斯多夫空间.而） • tx 的一个子集. 证明： y 上的子空间拓扑是表斯多夫拓扑 * 

3. B 设\驗一1、拓扑交间，而 YCA ‘ 有子空间拓扑 • 

- I ) 若3是 i •中的幵集.而 V 在 X 中是开的.证明 A 在 X 中是开巣. 

：) 若 A 是）’中的闭集.而 Y 在 X 中是闭的.证明 .4 在 . Y 中是闭集. 

3.9 设 fCt 拓扑空间 K . 

(1 >设尺= +6 R 卜 证明： K 上的标准拓扑是离散拓扑， 

t2 ) K * 二 KU …).证明： / C •上的 fe ; 准拓扑不 是典敢 拓扑. 

3.10 ii 明： 有理 ft 的*合 Q 上的标准拓扑不是鵰敗拓扑. 

3. II 设的个/-空间.且 DCA . 我们分别称 lm A /〕 为在 A 上的？空间拓扑中 t > 的内部 • lri，t/, ^ 
ftX 上的拓扑中 t » 的内郎 类 似地. 我们对闭包定义 CUD 与 CUD , 对边界定义 a .^ D 与知卩- 
' I -探章 1 ⑴ ‘ D 与 A film , D 之间的关系.对于每 t 包含号 C 与二 )， 证明包含关系成立，否晒举出 

&例 

‘2> 探索 CUD 与 AfU ： UD 之间的关系 • 对于每个包含号 c 与二) • 证明包含关系成4,否则 
' >樺索士卩与之闽的关系对 T 每个包含号匸与二) • UE 明包含关系成4,否朗举出反例 

3 2积拓扑 

冷达两个拓扑 空间； c 与 y ， 我们希望在积 X.W h 生成-个天生的拓扑.首先可能 


4 0 9 0 

12 1 T 12 12 

I - - 1 J — ^, • -- 

u u u U 

\/ • -- \—/ I -- 

I 了 丄2 丄2 1一2 


i -1 




灼逆掰苎 46 jt^l __ 

- -—— . — 

千取形 V 的 樂昧。 其中在： V 中垦斤集，"在^中 是开笔 
扑._，丼不是—个拓扑•这是由 f 两个集合 t /, xv ‘与 ㈣ •的并对于襄 切二 


把它怍， 

，m u . xy , j 

然而 ♦ _以‘，作为，而“ 



u , 


VCY 来说米必具有【 ; I 的形式 < 见明 3.7). 

相扑，犹 nj 以继续进行下去. 

定义 3.6 设入与 >'乏拓扑 空间. 而 Xxy 是它们的 
杯. . YXY 上的枳拓扑，是由各‘3= ll //' VIL ； 在. V 中是 
开集， V 在 Y •中乏开集> 生成的拓扑. 

当然，我们必须验证4确实是积 XaY !：— 个拓扑的基. 

定理 3. 7集族出是 X 上—个拓扑的表. 

证明每个点 <_ r ，： y > 在\>1中 . Ifn x > ve < B . 田，-蜒 V 与 n 的 
因此. 怍为基的第一个条件得以满足. 并农必具有 L . V 的 R 

再设 U , /在《的两个元章的交集之中.即 U , >)€«； • V ,)0 iL D , 其中〔,相 
Ut 在久中是开集，和 V :在 V 中是幵集 . iSt U \ = U t nu ,. v .= v \ nv «- 即么 r 在 A 中是砰 
集， v 、 在 y 中是开集，因而.而 

u ^ v , -( u , nu , > mv , nv r ：>= a /, xv 1 >n 似入 v 山 
因而 u . . vie ^ xv ^ cza ;, xv ,) na ^ 子是作为籌的第二个条件傳以鷉 &. 

因此，沼是 xxY 上一个拓扑的基. ■ 

例 3.7 设 X = U ， 6, d 与 y =( t . 21 分利具有拓扑 (0. /»'. a . b , '6. 

; o 与 {0, u ). y >, xxy 上积拓扑的 一个蒌 tp 围 3,8 所在 a . y 上其笮計中乾 
舞个非空 开篥. 是所示基元素的一令并集. 2| 7 t ~~ fn ~ = M 1 

不仅开集的积是开集，而且那些臬连同它们所有可虼的并. 1 111! _ Slj _ J .'： 

杯是构成此积拓扑的开集. — 

同开集一样，在此积拓扑中，闭集的积是闭集.（见 练囝 、 s . v . > tR 拓作中的彳募 
习 3.19. ) 尽管如此，但是在这里不考虑所有的闭集.因为 „ . 

在此积拓扑中存在-賴集.它们不能料为酿^ ’ ° 

1 口 f 2> 住此积拓扑中是- Nfl 衆， 岐它却 中的每 M 壤 
在定义 3.6 中. 我们用来$义积拓扑的料比较大 • WV 

U 与 y 中每个开粜 V 配对而得到的.此外 • 正如以下定理 ，， ' V 
扑的笔，我 m 以为这 f 积拓扑找到较小的基，而 n 韻 
定理 3.8 苦 (：是 X 的一个基. 必是》 ，的一个基那么， 
e = < r ；< Dird * 且卩 e 必 

是 Xxy 上积拓扑生成的一个基. 理 in 足⑽ ㈣ 以 

证明仟一集含在此积拓扑 中昆卜 歼 ' . 卜 nr 、 认使 1 •厂.'屮 
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^ T v 且 > e v . 由于 U 在入中是汗集，因此存在 
V 、使得 （h pea'vd 以，中适„，所以存在一个 n.) e 

个蘗元索 rec ， 使得 ， eccra ” • r 、 vcw . 因此，由定邱乂 13 , f-icxoir 

cd . 使得 . v eD 〔 v , 于是 ]:， - v)ecxDC 
eca oeo ) 是 xxy 上积拓扑的-个綦: 

例 

(见图 3. 9.) 

重要注记 

二个=拷二反二同，并设/=⑼ U 具有标准拓扑.于…⑽ 3 .叫‘ 

我们^为它是^个圆同.纽圓用上的种点带有 正交 ㈣ 间. 这样 # 来.它是具翱 
==. 也可《它认为是在每-点有与圆同正交的-个区问.謝 又… 


付 •YCPL ，， j 、——- 

3.7 ' i . t " o " 1] « R ^ ： $ ^ ^ w ㈣ 单位 W 

当困 示一个相空 间时. 我们可以想 M 是与第一个空间中每一个点对 应的第 


0 t 

图3, 9单位正方形/’</ 



积空间 S ^ xto . U 是具有最里面和最外面可移动圆阑的 圆环. 我们把它称为开圓环 • 

例 3.10 考虑积空间 S ^ XS 1 . 其中 S 1 是圆周.对于前一个 S 1 中的每一个点 • 有一个与 
后一个 S 1 对应的圆同. t 见图 3 .11.)由于每个 S 1 鄞有由在此圆周中的开区间生成的拓扑， 
由定理 3.8 可得， ^ XS 1 具有由矩形开朴丁所组成的一组基，如图 所示. 所产生的空间类说 
于例 3.5 中所介绍的 环面； 寧 实上，它们是拓扑等 价的. 

例 3.11 设 D 作为平面的一个子空间是圓盘.积空间 S*XD 称为实 心环. （见田 3 . 12J 
如果我们认为环面是一个油炸圈饼的表面的话，那么 ♦ 此实心环就是整个油炸困饼 本身. 




H 彖 



® 3,11 执空间心 s *«— 个坏 S 5 8] 3.12 积$间以0是实心杯 

设 A 与 B 分别是-个拓扑空间 X 与 y 的子集 上我们有两种方式设咖卜“ 
㈣ 純的—个子侧；^ •賴，了⑽ u 0 

定理. 设 AC 与 y 是拓扑 空间， 并设 ACX 且 Ucy. 那么. 《 月上的 拓扑作 


构違新的卜 m _一 —_ 

、、的-1、1'、:问与\ “上积拓朴是一袢的.其中 a 有诗承“的子空二—一穿 

伶承自 Y 的子空间拓扑. 

证明见练 3. 15. 

ni 來定义針空间积的方法，⑽推广到4拓扑$间的 WXl .... 奔/ 
B = [ U , <, ••• • U . I X - t 于任 一 I ， l ；. 在 V 中是 fF 扳 
运 X | X …入兄 •上 一个拓扑的蛛.此时，我们对于定 Uni 怍 — t 、 类比特别.如 ㈣ f 电 
个， =1, .... ”. 认坫入的 - 组笔.耶么集族 ‘沿二 H • … ，月 •丨对 f 1 •…， 》*• H 

fi ! i ! \ ••- 、 HI 屯蓁. 

已知拓扑空间 X ， Y 和 Z ， 空间< \ 是空闻1 X • V ) * 3 Z 的积.\ V • 

Z ) 是空间 X 与 iYXZ ) 的积，而空间是3个空间 Y , y 与 z 的积，这住舫面匕钱 
述过.这 : J t 空间3然足拓扑等价的（见练习 mi 因此. 我们 t ； 必 o 迗此叫加以 r ， 寸, 
因而总 是用最后的. 不加括号的那种表示法來记苳蓴空间的积. 

在 1.2 节.我们把 R _ i ： 的标准拓扑定义为由 f 球的籌听生成的拓 I 卜.曲此 1 i 昧 PM K ; “ 
欧氏鉅离公式来定义.我们在 1.2 节呰指出过.同一拓扑可通过由 R 中的歼区间坼《成的晷产 
于是得到， R ” 上的标准拓扑.与通过由具有标准拓扑的》的》个拷贝的积岍产1的枳拓仆相队 


例 3. 12 " 维环面 r ” 是由圃阑 S 1 的 fi 卜烤 PI 的 f * 3 ^ 4 r ^ r -： ": 

以下的定理十分明确地指出 • 子集积的内邾是此子篥内部的" 

定理 3.10 ii .\ *; /! ' - V %. « T -. In,. \ /0 -lnuV ImmM 

请注意.在此定理的陈述中 ，inui gmum 分离的拓 t ⑴ 
是在 xxy 的 内郎； lnt (.4) 是在 X 的内部 • 驗6： V 的内眼 

证明由于 lmU > 是包含于 A 的-个开集. W (川 gtih ⑽ 

InUA ) Xlm ( H ) 是在积拓扑中的-个幵矩.而 H 包含子 ‘ Wi W 此 ' 1 …’ 

⑽ （丨， V… WUM-P 卜_川卜 . A 1" 卜, 

U u . V ) m . \* /{之中的 r M _包，、 1 、 U : 1 4、•丨 、、十 , r : 

、，⑽ W Mm 1,1 

因此 • U, .v)eim(A) vlnilH). 所以 • lnt(A) MnKF' 、 ' ' ’ … |f 、 M . … |m. … ，W 

由于我们已抒 N 时得到 lnt (. A > Xliit (/ J ) Clnt ^^^' J _ 

此定理 得证. whasi 这 

对子集合积的闭的 W " 

加以考虑. 

3 2 节笔习 心期 

3,12 圯 t 的⑽ 朴拓扑与由 U 产生的 R 丨 的州' ( 

抖伽你的济案. w X M K4n _ 

3,1:1 设入 I ' J ' k . ⑽ A 为特罅办的 1 * 1 n,W， 

拓扑相 W 叫?其中梅个 R 舞轉縴 点第朴以 ’ R 















贝的积所产生的拓仆空间 

3 3 ；；=:==二广丄:'… ，么扑作⑽ X % 

的; 样的， 《巾.^以 的子空 间拓扑 • M 传承自 >，的4 

3.16 :%球面. DS 08 盘. 1賴 . 夕！圓 》 J . 而卜[ 0 . 1] 有把准拓扑 • 晒出积空间 S *,,. 

T ' /. S * < / x / K $* X £) 的 B 示. 

xit nfim 播述 _r 的== 卜.^ ； R ‘是在下_卜中的； 

油. 注意此结 》 依 _ 于此直线的料皋.在所有情况它都是一种常见的拓扑. 

3.18 uE 4 i ： 若.\与> «斯料$间， ip 么啦间 xxy 也是豪斯多夫空间’ 

3.19 iiE ^： 在 X 中是闭 ft 在 y 中隹用集，那么 AXfl 在 xxy 中賴 镂. 

3.20 am ： 若 ACA 且 fiCY . 那么 CUA 、 BPCIMPCKaj . 

3.21 考虑图 3. U 所示 的集合 t fl 与 C . A 是平面上的 I ® 盘， 《 是集合[―丨， 1) X ( — 1， I )，而 
C = Uu >| 一 + 】且 -1<: ^一》< 1} 

_定在此乎面上由 R K R . R 及 K > R 给定的 每个集 合究竟是全为开集.全为闭集、全不为汗集 
或全不为闭集.其中 R 是在下限拓扑中的实_? 


©. 





•》 bi 

图 3.13 

3. 22设 ACX 且 BCV . 

U ) 举例说明 = 

<2> 推导和证明用 dAh b ( B ). .4 和 b 表示⑷ g > 的关系式. 

3 3商拓扑 

商拓扑 的概 念使我们能从 已经引 入的拓 扑空间出发， 构建-类附 加的拓 扑空间•为了梅 
我这个模鄕仿把—个或多个对象的几个部分 紧紧地 价 
- M 3 itT 是频， . 张疏__綱_ 边粘 合在』 




18 3 * m 个『方肜_的《边粘介4 


齷得到环衡 


构建新的柘 _ 

商拓扑的定义如下： 




；…是-个满射. 当且… 们“中的开集二丄：上二 二: 

集.这样产生的 A 中的升集族，称为由 p 生成的商拓件 • 而 4 数於称为商^射拓扑 
你为商父间 

拓扑的这-定义未必能使我 m 明了 • 贿才能把- 个正奸 ㈣ 的 ㈣ 
到坏面， 但是在例 3.20 中我们 将详细 r 解得到环面 的步 骤首先我们驗证此 商拓扑 H 
拓扑 • 


定理 3. 12 设/ >: X —.4 是 一个商 峡射.由 p 生成的4上 的商拓扑是一个拓扑 
证明 我们验证作 为一个 拓扑要满足的 3 个条件, 

(1) 集合 p 在 X 中是开集.集合 p = X 在 X 中是砰龜.岍在 

商拓扑中是开集. 

(2) 设在集族中的每一个 集合在 A 上 的商拓扑中是幵集.那么 r <山[> = 
Up _1 ca ,), 它是X 中集 的并， 因而在 . Y 中是开集.于是， uc ^ i 在此商拓扑中是砰象.由此 


得出.在此商拓扑中的任意并是此商拓扑中的一个开集. 


⑶设集合 u ,( i = i ， 在 a 上的商拓扑中是开集.那么.丨）二 
是 x 中开集的有限交，因而在 X 中是歼集.因此，门 t /, 在此商拓扑中是砰 a . 于是在此蒔拓 
扑中的有限交，是此商拓扑中的一个开集. 

所以，商拓扑是 a 上的一个拓扑. ■ 

例 3.13 已知标准拓扑 R , 且由 


p ( x ) 


I ： 


若 j <0, 
苦 I = 0, 
蓍1>0 


定义 p : R -** 丨 a ，6» I ： > . 

所得到的在 A ， r 上的商拓扑如 fi 3.15 所示.子 戛“， 

稟•因为它们的厣象在 R 中是开篥.但是 • M 不是哥獒，由子孑在 8 * 卜 " 

是璺象 


• t 全鄹是开 


当 jr 6 U-l 


=二 U 一: :(= =• 二 ”^ 


”+丨），而 n 是奇整数时， p{j) = n. 
到与 它最接近的奇整教. 


P «iH p -' 



/ 2 ^ * 

0 3. lb 函 «^ 卜 2 

明 M 5 la . ^ ^ {)% ^ 

住所得到的 z 上的商拓 扑中. ® 





















中，此 ， __ r 

mu , 此^宇轴被 ㈣ “开片断•当 w ” 1 •蚪 i >, 

断间的边界•即点”.邮此商空间中，对于奇数”，这•片断成 
n ； <.tf 偶败” • 这些片断间的边界成 为申点 闭集 <w> . 

个拓扑空间._对定义在 X 的分拆上的商空间非常感兴趣.特别是，设 X . 
是 A - 的其并为 A •本待的包相分离的-个子樂昧，并设 P : XW 是满射，它把 义中的 每个点 
映射詞 ㈣ 的包含它的 Y 的 7 L 索.那么 P 诱导出 . Y •匕的一情空间._认为，从太上的 
拓 ㈣ 问 A ，. t - 个商拓扑的过程，是在此分拆中取每个子集 i 并把 s 中的所有点相互视为 
同一 • 从而把 S 分解为此商空间中的单 点. { 见围 I 〗 7 .丨 X •中的点集在 X * 上的商拓扑 
中是幵 ft , 正 to 时应于 u 中的点， A •子集的 并是久 中的一个幵集一样. 


B C 0 B A B C D K 

ffl 3. 17 在此分拆中把毎 个讓合 分解为此商空问中的 一个点 


例 3. 15在图 3.18 中.我们说明定义在一个分拆上的商空间 • 设 X = U ，6， o 山 d 
具 有拓扑 

I 0 / ( ia«A) ,\a^b^c) * {a*h^c^d\ ， A ] ， 

n A - a . b ,, 山 d •设 A ’. 是由 X * =(^, b ) 定义的 X 的一个分拆.注惠入’•是 

— ’ 两点荑.由于 ( fl . b ) 在 X 中是开集 . 而 < r , c /, e } 不是，因此，在 X •上的商拓扑中 
的升鑿 R 有0， ' A 丨及 X •本身. 

例 3. 16 设 X =[0, 1], 考虑由单点攀 . UK 其中 0< jt <1, 以及两点集 D = MO , U 所 
M 成的 分拆； T . <见图3.〗9.丨那么，在 X •上的商拓扑中，我们认为是一个单点，正如我 
们把【*)• 0的纗卢砧合在一起一样. 

X ,的一个不包含 D 的子集 • 是单点的一个子集族，而它在 X •中是开集，正如那些单卢 
篸的并，是 < o ， h 的一个 升子篥 一样. 

X ‘的包含 〖 J 的一 个子攀 • 当组成此子 氟的所 有篥合的并是[ 0 ,的一个开子集时 ，. v 
的上洸这个子 tr 在； r 中是开集.这一个开予集，必定包含『）_!，因而必定包含区间 O fl) 

与 U ， 它们在[0， 1] 上的子空间拓扑中是 开集. 所产生空问拓扑等价千圆阆牙. 

X 

a n 

"'CUD 

a b t d e A 8 

SWXM 屮分拆 x *、 u , l<; 

wtsr 之的 《 夺 m 




jr * 

Kl \ f J 把勺 1 粘 M 矜起形成 
[ o , n h 的商拓扑 
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例 3.17 在上例中， ㈣ 把一个区间的墙点枯合在_ ㈣ 到一 > 单点 _ 

成所 谱拓扑 _构造的一个例子. 1子细说来 ♦ -个拓朴图 G ， 

襄与 R 中相互分离的有界闭区间的 -个有 "祖合在一起， 并嶋方 式 £ :== 
帖合在一起，从而构成的商空间（见图 3.20). 被粘合的区间’坎为 G 的边 
在第 13 敢. 我们将进一步考 察炻扑图和它们在图论中的怍用. 


例 3.18 ㈣ 3 . U ; 中，我们通过把在实轴上一个 S 问的端点慢令同_点 而得 n 
ffl . 在 这里， 我们用一>与以数字蚰来产生称为欸字圓的过程相类似的方式来加以雉述. 

犄 别地. 数字区间是 Z 的具有传承自教字轴拓扑的予空间拓扑的一爷子集， n , 明 + \，…，，, 
没 J ” 是形如<1，2 •…， n ~\, n ) 的数字区间.如 i ，，, - : 一 1 -竒 教， 郢“邇 过 把 J . 中的 

蝻点1与2视为同一而形成的拓扑空间 C .-,, #为数字圆.在围 3.21 中，了 /,与 


C « 以及各自 的基. 由定义•一个数字圓包含一个为偶麩的点. 






图 3.20 通过把一些区间的端点粘合在 图121 数宇颺 r ‘? 区间 f 的商？间 

一起而形成的一个拓扑图 

在练习 3.31 中，我们考察一个在我们选用 一个一 教的敎 字区闽 m 十丨 • .•并 

把它的端点视为同一点而溥到的拓扑空间.而教字圓汉当例与》杯是竒敎时寸出现. 

例 3. 19 ： $ 察定义在/ I 


取下列形式的子藥来定义一个分拆： 

(1) A ,. y = MU , 对于 J , >• 使得0<，<1 B 

(2) B ^ UO , (K v)K 对于每 个夕. 使得 

在此商拓扑中，如图 3.22 所示， B ， 使正方 ㈣ 左边与° 
价 的一个 空间. 


戊 /K 

•if 




[ D 3.22 把一个 i 方形的左边与 6 边相_ ㈣ 成 ㈣ 

在第二伸情况下，我们用 选取下 列形式的子：^ ’广 

("H 外对… ，•二, . 

(2) fr u . I .V .'，.：. 

此时^陕正方形的左边与“也相枯分 H 吻聲就 0 …篇比马期濟 

从合，幻门需要抒半圈使得相对的两边_实洛在一起* 


f 1 





























ffl ifc -个正方形的左边与右边 ㈣ 合鱿 得舰比 乌斯带 

在与例 3. 19相类似的 场合. 我们通过在-对边中每一边都际注指向箭头所进行的上述 
合，意味&相粘合的点视为同-点•于是，_以一对一的方式來使两边的点四配.使得味 

粘合的边的方向一致 • 

例 3.20 用选取下列形式的子篥来定义在/入7上的一个妒拆： 

O ) 对于 a > 陡潯 0 <^<1 且 

(2) B ，= U 0, _ y )， （1， _ v )>. 对于每卜>，使得 0< y < I . 

(3) C , = !( J , 0), Cjt , 1)/. 对干每卜 i . 使得 0< J <1. 

(4) D = U 0， 0)， （0, ”•（1, 0)，（1， D ). 

在此商拓扑中， （2) 中的两点子襄使得此正方形的左边与右边相粘合；而 （3) 中的两，在 
子笔使得此正方形的顶边与底边相枯合.（见图 3.24.) 此外 • （4) 中的 4 点子集使得此正方 
形的4 1、角点与单卜的点相枯合.因而我们所得到的拓扑空间是选取一个正方形并把它相对 
的边祜合起来的结果.正如以前在图 3. 14 所示的那样，这样产生的结果是环面. 

在图&24中，此正方形的4个角点视为同一点，虽 f) c 2 

然我们没有详细表 示出東 请注意，把标上1的边，与标 1， ^ - 二 ~ 

上2的边相粘合•把上述全部4个角点钼互视为同一点. § h , 
环面的上述表示法的优点是，我们可以认为，这 - 

与在3维空间中的环面周围运动未曾留下保持粘合痕 !.„ 1" __ 一一 

迹的平坦的2维表达式相像.我们每次到达此正方形 ° C< 

顶边上的一个 点时. 就被送往底边上的对应点.这个 图12 4 对正方形怍分拆得到环面 
过程允许我们能在比原先所在的环境要少一维的场所来观察—个空间我们在第 14 章将发 
现.当对高维空间实现可视化时，以这种方式来观察一个空间特別有用. 

把正方形的一对对边视为同一的 想法， 出现在某些计算机游戏中.如果我们在屏幕阛围 
移动并离开屏幕的左边，就会在右边的同一高度再次出现.如果我们在屏幕的 J ： 边，耶么就 
会在底边再次出现.因此，在事实上这些游戏确实是在环面上进行 

在下一节，我 1(1 将考察吏多的例子，它们是通过把在多边形各边上的点视为同一点而得 
到的.我赃料察-些 3 维關子，它舰通过粘合-个立方体的各个丽得到的. 

3 3 节缠习 

3.23 如宋 R 有标准拓仆.由 



a jr>2, 

b - r -2. 


叫 t 0<^<2. 

d - l < x <0, 

JT<-1 




3.24 


3. 25 


3. 2 b 


2 义 


Pt a . 

上瘺拓扑中的矸裊, 


I I ) 列出在 _ a，4 / • r 
( 2» fi 定 R 有 T * 限拓扑•在 
设 .\’” K 有 # 凄拓扑. 电计拆 

X* = •••• i—l, 0], |0» 

请描 述畸潯 _ V 上 的商拓扑中的砰鬌. 

i 过取从®点出发的每条光线怍为分拆的一个元蒙，试足 r 寸矜 
问.我们在® 面己遇 到的囑卜拓扑 空阏看 起裹与由此分拆幫終 生的爾 设，胃 
清用图 3.26 所示的环面正友 MS . 宋为坏 ii 的表_上《行的 K tn .隱叉 ■戏 

t 蜆 W . 请问 • 怎蛘的新的同一行的3个教是政游 玫畸元 許昀，瘡在琢赛磨《4 ^嫌石 ： 


上•畤轉 H 的颺拓私 中的开 竃轚代 



3.27 

3. 28 
3. 29 

3.30 

3.31 

3.32 


e ^26 奸 爾上» n 髒4 
举例 子说明卜棄 斯多夫 空间的 商空间 朱必是聚斯多夫空阚 

若 . r ' vez . 考虑在 R 上由 _ r 、 •、定义的等价笑系，请痛述以此等价关系 W 爾 _<_««• 

若 1:. 考虑 ft R 上由4.卜卜乂.1、定文的等汾关豕.費備述 W 此筹卜 

R 分拆而形成的商空间. 

若 * r}+y = u 4+ u €, 考虑在 R 上由 U " ■!, • 定足的等价关系 

R 分拆而形成的商空间. 

考虑 m , fi 或奇或偶的四忡悄况.并搐述由把彀的教手区蘭 "*• 

同一点而播到的拓扑空间. 

山跳数7 袖 可以作 为来自 RtEM ^中 挪 * 成 細柳 I 籐 

㈣㈣ 在 rt 与它幻目衫^两 


着罐遵 CI 就等鍮关摹句 


的_尨_与，！ I 为 


⑵证明：在 1.4 节中使引人的 © 字 f 面.可⑽⑽] R ’ 0 


3,33 在以 r 各种情况 " F , 付所得到的商令间加以描迮_鐘出®家 
点，除非明_地说与 另一璺 点黴《为同 一点. 

带边界 存的圓 盘相 ii 被视为 同一点 • 免成卜拳点 
(2> 具有每对对心点的脚阓夕扣^■被拽为吋与 
( U 作々 R 的 - f 子空间 . K 间 4 異耔 
⑴ ft 为 r 的 - 令间 . t<m .*- 择行相与濟 1 
w 为间一点的奇璇取 而榷成 亡界同的点 * 

< 5 »带 c - i . 1] 的实袖 收螬判 •个森 

带 l -2. - i ] U [ i . 2 J 的窄_收*利 1 "点 


作的轚数祆. 

点■•教 时构成 


爲聲糟 t » 


















⑺带「 1. 11 的实轴收灌到一 卜电‘ 

,8) 带_ 夕的乎®1 t 

m 带阆阇 s ' 的平 BU R ?4»_实轴收縮 1 — 1 
<10) 带北极和南 tt 的球曲相互* ^ 为同一点 ， 

一个计料® ㈣ 義卜字符 _ r 个字母 >• 每个 
3 " 4 字母=:=二别.《字母表的每代母创讎图賴 

况下使 W 边教尽坷能少的拓扑图， 


3 4有关商空间的更多例子 

我们已经 用描述 如何通⑽合 ■•个 正方形__获得—个，面结束 n —巧 讨论. 
本节将考察另-性通过把-■些熟悉的几何图形的各部分粘合起来的方法所的商 2 间•拓 
扑空间的所有这些例 ？• 称为麟.在第 14 _，我们将对流形，以隸本 M 人的其他-些 


〜例 3.21 把正方 形的对边恍为同-，并把它的左边与右边汝例 3 . 20 那样枯合起来，但是 
现在由于頂边与既边枯合在一起，使溥顶边的左端与底边的右端’以及顶边的右端与底边的 
左纗也钻合在了一起.佚句话说，顶边在与底边粘合之前已经翻过筋斗（见图 3 . 27 ).这样形 
成的拓扑空间.称 为克莱因瓶， 它因 數学家 F . 克莱因而得名. 



明 3.27 把一个正方形的各边粘合起来获得克莱因瓶的一种表示法 

在围3.2 7 中，我们说明了如何把克莱因瓶粘合在一起的 方法. 酋先把此正方形的左边与 
右边粘合成一个®柱面：然后，当我们打算把圆柱面顶端的圆阓与底部的圆周， 通过像步成 
环面一样的方法来弯曲此圓柱面时，发现这两个圆周的箭头就不匹配了.在3维空间中变弟 
士成功匹配的唯一方法.是元许此圆柱面穿过自身，就像取代固态棟皮胶布的肥皂泡的脒 〆 
样，于是軚可以成功地把这两朽圓周粘合在一起，使得箭头匹紀了.但是，真正的克莱因 4 
当然没有与它自身相交的一个圆周，而这个物体却有自 相交的 圆周. 事 实上，在 3 维 空间中 
寞正的免菜因規并不存在.在 4 缘空问，它逢不经自身相交而 作出# C 见 U 聿）.在 3 维空的 


中，上述这种自相交的表示法，是我们所能达到的最隹水 平了. 

例 3 .22 以下我们考虎•另外两种由商空问得到的曲面 • 一个是我们熟悉的，另 〆 个 1 
n 不冑且有普非同寻常.这两种情况都选取 圓盘， 并把它的边界分成两个私佘名 
起的半 m « L 《见围 3.28 与图 3.29.) 

所示那样枯合雨成的商空 W . 此时，我们最路兴趣的是換成，， 

口 ’象邋 9*] U 。获得-个与此球面拓扑等价的一个 曲面. 


构迻新的柘 4 」 H 司— 



图 3.28 粘合_个圈 a 的边界得利一 个球面 

再考虑如图 3.29 所示那样粘合两得到的商空间.所得到的拓扑空间称力射彰平面.记为 
P . 正如兗莱因瓶的洌子一_.在3维空间不能作出此射影平面.对干此射彩 lie 可神 V , 
在 3 維空间我们至多能做到的 • 是创 建它的 一个允 许自相 交的表达式. 


O ::备 e 0 ® - © 

图 3.29 把一个圆盘的边界相钻合以获得此射 Itf 面的一 t 表达式 
我们以图示的 p 的作法开始 • 把 tr •记为 p 的耵些点钻合在一起.所黔到的结果是沿 
的边缘捏出来的一个杯子.现在有两个圓阑需要钴合，笆是令 '*、 遭讳的是 ， 当我 「吏 这两： 
圓周面对面时，却发现它们上面的箭头完全不匹配，因币不 t 直接把它 u 秸合 . m 
能把左半圆同的背面与右半圆周的正面帖合起来，正如撩图示的队筝二分到最后爨爭 
进行的那样，而剩余的每个圆周的另一半不枯合 • 为了 x 成轱合，需要推轉由®的一赛十穿 
过它 自身. 在图示的最后一个步爨，把余下的半圓 司钻合 在一起 • 技我彳！虼 f 述今.仁爭玟 
像是沿着同一条竪直线段发生的一样，另两卜丰固罔在那里軲合在一起.寫正芡圭垆却 
是，此曲面沿着那餐线段穿过它自哿推移，使得这些枯含是分囑开的 • 

例 3.23 考虑把球面上的对心点（毎对点：与_:>禝寿同-点听得糾拓并空 礼我打 
证明，所得到的结果与射影平面是拓扑等价的. 

由于赤道巳在图 3.30 中表示出来，请注 t 以下两点： 

U ) 在开北半球上的每点与开南半球上的对心点視今同一点. 

(2) 在赤道上的毎点与它在寺道上的对心点视为闫 一点. 



^ 0 


IV; . dm ，、 : ey 

我们可以使开北半球移动， it 它旋转. 4 让它匕期:； 31) 二的葡“会在-起‘这等 
球上直接进行帖合，因此留下的是 〆 > 钚子.它,'豫 一： 听以，叫潘 ㈣ 安问*" 1 、 
价于有带半圆同边界的 - f 圓盘. ㈣ 3.29 所示^在 - 

于此射影早面，这正是我们所要证 明的. 到一个新的曲面.下 1 *对它⑽ 

给定两个曲面 s ••心有-种自然的方式把它们连接 ㈣ 
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一移动一个圆谠的内部 ， 街下一个闲决 
播 ，圃5: 14 再^映出0^二围绕的圆_合起来. （见图 3 , 31 .) 所得到的结 果称为 

O ^ c 以其;1知.泮记为 



图 3. 31两 t * 曲面的连通和 

例 3.24 在图 3.32 中， It 们表示了 曲面丁林丁， 即对两个环面的连 通和. 

C3»© ^ CEXH) 

图 3. 32 两 f 环面的连通和 

惓助体为 切割和 粘接的过程，我们可以把 T^T 表达为如图 3.33 所^ 的，把各边粘合在- 
起而％或 的一彳 、多边形.我们从两种形式的圓环面开始，先按图 3.33a 所示， 把它表示为各边相 
合在一起而形成的正方形；然后按图 3.33b 所示，从每个正方形中挖去一个圆盘的内部？ 我们选 
择鄂些圓盈，使得每个圓囊的圓周边界，与对应正方形上顶边上以及右边上的顶点相连接.这是 
今了方便 起虬. 最后，打开这些圓周，并按图 3.33 c 所示把此正方形伸展成5边形 • 对于所形成 
的毎条新边，一旦我们在这些边上完成了所有的枯合，就仍然把两个端点相互视为同一点•因 111 
在事实上，这些边中的每一条在每个曲面中保留一个圆周.接下来把这两条新边粘合在一起 • 4 
等价于取两 f 环面的连邀和，由于我们把两个（其内部已经挖 去的） 圆盘的边界粘合在一起 •因 
此.在图 3. Md 中已经把丁《丁表示为把各对边粘合在一起而形成的一个 8 边形 了. 



2 



图 133 把-个 8边形各对 边粘合在一起而得到的两个环面的 连通和 
. 取两 M 彩平面的连通和时，会得到什么结果呢？在图 3.34 中 . 遒^ 
Z ' t% (5) 个 步猓， 以表示 为它的各边巳粘合在-起的正方形 .二 
/形的对角线把它铡开，并把标记为2的边粘合在 一起- 那么 结‘〜 
O 各务 m 在一起的正方形产生一个像例 321 中那样的免莽因瓶所以，两个射# 


_ 

的连遑 和.拓扑等价子 一个克 莱因瓶 • 

a) b) t) d) 

l. n -4-. ^ 

◊ • 1 :■ 2 令、“ 2 oj^ZX • 

: : 4 J 

c > f ) g ) b ) 

m 3.34 两个射影平面的连通和拓扑等价于一 t 蓖莱因瓶 


在图 3.35 中，我们表明了.通过切割和粘合从一个射影平面中挖去一1、圆盘的内部.钬 
产生一条默比乌 斯带. 因此，取两个射影平面的连通和，就如同把两条默比乌斯带沿它们的 
边粘合起来一样.所得到的结果，拓扑等价于一个克莱因瓶. 

例 3.26 考虑如图 3.36 上左端所示，由把一个立方体厂•卜 f 相对的 面疣为 R — 靣 f 力 
商空间兄在3维空间中不能建立相应的物体，但这样怙合的结果却萣有 明鴯定 义的拓扑空间.代 
们可以按如下的方法来识别所得到的拓扑空间：把規为同一面的前面扣后面如图土 36 所示枯合在 
一起.我们得到如图所示的一 1、实心环$、:卜厂其中圆环的顶部与底部以及圆环的内鄧与外 ㈣ 
视为同一.在 S ^ XJXJ 中，在圓阁 S 1 上的每个点有一个正方$卜 r 在兩空间‘ Y 中，环的 ㈣ 
与夜部以及圓环的内部与外部视为同-，如图所示，分别相应干每这择的正方’边与底 边以^ 
两个側边视为同一.每个正方形视为同一的结果是一 t 环面. S 此 •我们可以把 X 曹成勺围甸、 
与_ 个环面丁的积 • 由于环面是于是： v 拓扑等价干3维环面 51x51 •• S ‘. 



图 3.35 从一个 射影平 面中挖去一个 W A 的 
内部产生-条默比乌斯带 


田3，祁 M 析示的把立方体的对边 
規为相同而形成3嫌坏 ® 


例 3. 27考虑如图 3.37 所示，由把一 f 立方体^ = <寸 
的面视为同一面而得到的商空间.如果我们取一 务咙戌 从此 4 方 
的左面的中心移动到右面的中心，那么当把 此空间 t |! •合在-起9 1 ’ 
此残段軚成为一个圆阑.果我们取中心位子那务线段上的:： 
面. 那么当把此空间帖合在-起时，位于 此圆柱面两蝻 的圆闺 
—个 箱斗， 形成一个免莱因瓶.所以. 在此空 间内存在收缩卜 
技心圓周的同心克莱 a 瓶的一 个族. 
























一一—一 - 一 —-- "" -- 〜 

丨 r 扑交阂等价于一卜圓阀与一个射影旱面的积 沒 , * P 
中. ㈣ “让二 ，針._ 将在 进〜步 研充' 

藥形些 3 賴 ㈣㈣ ,j 宇宙的整体__应. 

:!二：_边. i 

3-36 U » 说明榑卜 6 边中 的对 二卜筋 、 ftt 产生一个射彩平面. 

⑶说卿 ㈤ 二:二时 _4關与4射影平面的连通和以尸的表达式. 

⑶铪 ㈣ "綱 _-訓侧积川. 

I " = = ⑽挑以形成叶，莱因瓶的积检验你咐 

it 方 体产生 ^、 K . 


3.5 构形空间与相空间 

拓扑学与物理学之间有广泛、深刻的联系.要面面俱到地阐述拓扑学在物理学中的应用 
可能品 要洋洋 万言， 而为了理解大部分 k 杂高深的应用，需要在拓扑学上有精深 的造诣 . ft 
许多方面， 这两仑 领域之间存在着非常密切的关系。拓扑学的许多溉念受到物理学应 用研充 
的推动絚运时生，而许多物理学应用借助拓扑学的槪念得到深人的理 解. 

在物理学中的大部分基本拓扑结构是构形空间的拓扑结构.在研究—个系统时，我们通 
常需要涉及一 组变饋 ，它们与我们所感兴趣的一类事物的位置 • 以及配置 有关. 例如，我^ 
可能要涉及一个工业机器、 f - 臂各部忤的位 t 和定向.构形空间是使我们能够实现追爲此 5 
萤的种拓扑空间.除了位置以外，我们还要专虑在一个系统中一些物体的速度和惯性 ， a 
就要用到一个同时包含位置和惯性变 t 的宁间，这样的空间称为此系统的相空间. 

在本节 • 我们考察构形空间和相空间的儿个例子，并说明我们已经引进的、在应用中麻 
实出现的茛些拓扑空间和拓扑结构是如何实现的. 

例3. 28 首先考虑以平面上一点为固定端点的一根杆的简单系统.此杆环绕这个端 
以自由旋钵 （见图 3 .3 S >. 对子此忏的每个位 I ，我们联想起以此怄蚰点为中心的圆周上^ 
!-卢 • 而对此圓阑上的每和点，又联想到它相应干此杆的唯一位置.因此，在早面上此好< 
位璽可通过构彤空间 S 1 米建馍. 

例 3.29 现在考虑所示的平面二杆系統.杆 A 有一个自由端，并以平面上的^ 
为固定 H 杆可以环绕 此端点旋转. ㈣ 与杆 A 的自由端在-1、允许转动的关辛处# 



曲 U •附平曲 t 嶋杆的 构形麵關 ^3.39 二杆系统的构形__ 


均建新的仲 一— ___ 

空间… 即环面.对于在此环面上的每个点冰, 

此舉恍的苺，构形，对应于在此环面上的唯 一点. w 形•两 

空间__脈.（_:“()」设想在 ㈣ 的 a 由端放并在我=:二:： 
所有埘能的构肜时，砚察此钢笔会描绘出怎样的空间 . 如架杆 、与杆 《的长度彳 :l ,，f tF A 一 
㈣ 就在此平面内描绘出 '帽环- [扣当的 u ： 度_时.钢別此+_敌描;: 
出一个圆盘.这个“被描绘出’’的空间称为此系统的运算空间.我们将在 4 . 3 节进 tm Z 
构形空间与运算空间之间的关系 • 



在例 3. 29中的系统称为连杆机构.一套连杆机构是一组刚性部汴.它们在左节吐连接芘 
-起，在那里这咚部件可相互自由运动.在18、19世纪. 连扦机 构由于 /L 何忭质而 IU ! ft 孝 
意义.在19世纪下半叶，随舂工业革命的兴起，连扦机构由于能为机 械设汁 提烘重要的邢 
件.因而在应用上也引起了兴趣.连扦机构还在许多机蛾系统中使用.彳列加.鱼连忏叽构 
能把电机的旋转运动，转换为汽车挡风板到水器的左右往 IS 动. 对数学各领域探表中所产 
生的一系列问理，连杆机构仍然具有它的数攀 寒复. < 例如.见 [ Con ] 和 [ Thu 2]」 

由于制 造过程变得越农越复杂和&动化.导致叽械部汴也有同洋的 后势. 机器打弘 
常用来完成重复的 仟务. 这是由于与人类相比 • 叽器、干起活来吏便宜，电准确汴珥电梢确 
的缘故.玍下一个例子和练习 3. 40中.我们考察与机器人手臂有关的一些构形$间. 

例 3.30 在图: S.H :、可 1’ (择两 卜用變和一卜长度⑽ ' 的 ，， n 

机器人手臂的基座可以全方位徒铃360 flt 对 ㈣ 詷 .M ?用广 AV 
手背可以捷转 90 度，因而对应的抅形空间坐怀被限定于区间[山如- 1 
米延沖到25厘米 • 所以它的构形空间坐#被限定于区间 [I 25」之中 • f •曼， 1 〜丨 、 t -t 
构形空间，是图 3. 42 所示的 S 〗 X [0- 90] X [0, 25]. 它等价子 


印一个心环. 




机蘑人 


HI 的 W 舡交闾* 


ft 心释 
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-一蔔的- u 用‘ 後_ -块庄 方形的金羼冷， 

例 3 』⑽考 ，在乂 ㈣ ，此 正方形的上半部关干下半部所卷的, 
沿• ㈣ 3.43 ❹的“ ㈣ ：，表以全琳到"的方式：〜=，对应于如围：' 
…:正:=;疋方_左芈部关于右率 部所綱 • 

二〜上心的此正方形沿水平’’"仏卷曲时 .W 

洲时，彳_ 類 . 所有咖 -对 ㈣ 

mu ★平戌段所组成的驗平面的子$间 



酋先沿求 

•mm 


然 轴按曲 

■*'-«■j 


rt •先沿竖 

1 

然后沿水 

mm 

1 乎轴卷曲 

1 . 


❖ 


15 3.43 正方形可以 沿貧梵 

i 轴和水平袖在曲 


3 J 3. 44岍有》了能的一对 畚曲角 (0„， $ V ) 的构形空间 


对图 3.44 的沟形空间可阼如下的描述：首先 沿水平 轴畚曲 ，然后（如 果可能的话）沿！ 
直轴卷曲 ，所 对应的构形空间扣图 3.. I 4 之左 所示. 首先沿竖直轴畚曲. ¥ 后沿水平轴卷 S , 
所对应的詾形空间如 B 3.44 之中所示.对于这些空间中的每 一个，中心点表 示未卷 曲的戌 
形，因而.这些中心点 重多， 所导致的构形空间 C 如图 3. 44 之右所示. i 要的 是知遵1 
卢,” 不 t 合. ㈣ ，沿'?. 直轴 4曲0度再沿水平 轴畚曲 0度， 不会如按相 反的次序作同一* 


t 曲4致同样的最终被卷曲之物 <除非那时我们允许被卷曲之物再作刚性运动 .） 

补充《习假定金《薄片在卷曲之后，我们允许在3维空间中的此被卷曲的薄片作刚性运动. 

(1 '在构 t 令间的图上.指出_呰构形空闾的点随后与每个其他的点被视为同的.由于它们导致同样 
的鏺终被卷曲之物. 

(2> ㈣ 出按 m 的方式鐫认所得钊的商空间的荜图. 

ui 现&胺定伐们叫以区分金厲薄片的卍曲和背而（例如正面涂白色而背面涂黑色> 在构形空间的# 

上.指出*些构 U •网的点随 G 与每个其他的点被祝为同―的，由于它们导致间样的最终被萑曲且看之 

之物 


(4) _出按 （ h 的 方式确 认所得到的商空间的鲈图. 

㈣ 例匕 f ” 中，我们考_ 3 . 45 所示的在-条无限长铁丝上运动的-_ 
E 1这个 小昧 的泣置，而且还用探究它的惯性.于是需要两卜变董，一 

. 〜一| ^性 KR . 这里 ，我们 H 相空间而不是 构形空 fil . 此相^ 
是 u . w U •外 R ). 当然 • 这恰好是 积空间 m 


ir - 6 ^ ~~- 

* 3,45 在条尤限长良线上运动的，小珠 




例 3 ，妇的-1•物体•蓋上舞或^曾 ㈣ ^ 

出对 fit ”練中的运动 k I 

*) 与之知♦干是 • 当⑻ 考零，空两探究免％体後靈知臂⑼改免时.发现 
，产皤麟十 R 〆 ■«的形如 

£, <，. p ’ 6 K R 明以 ♦ ^ = C . O ， 

的子空问 .< «iffl a .46. > u d ■相？撖 m _ 
相空间遑嬅此系统必定处于运动伏态的线攀- 

通常在时一 1、已知系统进行研究时，•于恒的量 <« toi ： 例中的 g 鼇酱_定了有助于句 
此系统 进行探 讨的构形空间或相空间的子空间. 

例 3. 34 厂―： - -、！ • 妥 ，1 : 

位 f 和 宅向. （见 H 3.47.) 对此分子，我？1，起了在 中&于它的蕙：? .泛 
策我们能在 3 维空间为此分子[位 • 笸是一巨它的《、黉鴯定. ttl-f 一攻广子芰篇 • £f 
要更多的信麾•-这可以通过对干所 W 可羡的方向 • 在： ：4« f_r ，色一 •，彦 夺； 躞： 
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图在一耖上科或 F 择的坊体的相空间中* * 守_ 的曲气 

在上述两个顒子中取其中之丼对千允十子-气每 ； •万 I 麴泛一 、二 4 " ? " ^ 

单子的—个向量.行这(因此对 d *?》， 暈于 m’H 
上喃定此向 t 所指向的点.这狎方式 • 《，-穿^在干这罾上 situ 

‘十咐 ㈣ R ' S 、 “:中州州子分子* 

例 ' .'5 K 

心的一扣可 t 的 tt 置. 賣在 H •中的每 t 位蓋•在虼礞蓍上典 4 詩丢 
句.然而，由于此分子的对释七在先球舊上的筹对 S 政这卜 
屬过把栝态分子方■向的每 I 、球面上的_ 々点缚 寿相阕 • 斌■考 此…- 
吻俗空 W 是 R J vp , 其 《 TP 是射影早爵 ♦ _ .、：: 一； ., H; # 

如例•％ 35—样，在物理学与化 学中.钓用系 婕的对 称性得 妁 
形5间或相 空间是 很常 吣的. 

3 5 节练习 

3,40 ㈣ 如下⑽ 讀 3 情 》 
























•: 


1•二 

岘 臂有 可絨界 ■?r im 木 . 

的离度 

、;:=::二二： — 眞 膚人’謂从，娜⑽⑽ 
位置.纽餅 90 IT 




图 3. 48 3忡机器人手臂 


3.41 f 虑图 3.49 所示的系统.它由具有一个自由端和依附在1米长的导轨上的另一附眷端的杆所组成.此 
»««珂沿此导轨上滑动，而&此杆可绕附普螭旋转»彳、圆周.请确定此系统的构形空间. 

3.42 设我们有一片 《 ft 状的金 _H ••它可沿图3,50所示的3个轴按曲.谪描述件画出由此圆盘所有可 i 的 


t 曲角度所形成的构形 空间. 



*3.49 在导轨上的一根旋转杆 



阁 3.50 圆盘可沿图示的各个轴#曲 


3 - 43 谓描述一个小珠在一个®形铁蝉上运动的 （ 位置和惯性）相空间. 
yu _定在平面上一个水分子的位 S 和定向的构形空间. 


第4草 


连续函数与同呸 


至今， 我们 Li 经定义了与拓扑苧间和它们的子集有关的各种槪念，我们 i £ 想考虑把 一 ;、 
拓扑空间映射成另一个拓扑空间的函数 • 连续性的槪念在拓扑学中是最 f 要的槪念之一 • 

在一个集合 J ! 的 拓扑， 是建立有关集合邻近性溉念的一种 结构. 拓朴空间之间的 H 终函 
数专门用于讨论邻近性，此性质反映了这样的槪念 • eu - 个连续函数把一个空间中接近的& 
映时成另一个空间中接近 的点. 我们将在 4.1 节给出连续性的一个拓扑学的定义 • 并提出与 
连续性有关的一些结论和例子. 

具有连续逆映射的一个连续双射函数称为同胚.这种函数为我们提供了有关拓扑等价这 
一最重要的概念.在 4 .2节，我们将对同胚和拓扑等价怍介绍许加以研究‘ 

我们以讨 论正向 运动学映射的 4.3 节作为本章的结荣.此映射是在 机械系 统的研究中起 

极 f 要作用的一种连续函数. 

41连续性 


我们对连续性的最声的正式探索.通常来自傲积分或数学分_ 课程‘这 ㈣ 程土 U 

论把实轴 R 映射到其自身的闲数.它的标准定义如下： 

定义4」-个函致/: K 一 R 是连 续的. 当且仪当对于每个任一 *、 0 •夺在一 


二二:二:： 

| 充分接近于心（相距不超过⑴，那么接近于" r , M 相距^ ( 


性的 E 定义.減中起 un _ . 提 m _ 

以 下我们 对作为•个拓諸 K 到 R __ e m 
定义.以下所述的连续性的这个拓扑学定义表达卜分简月， 

等价. 如襄对子在”的考卜彳* 

定义 4.2 设； C 和 Y 是拓扑空间，兩教广 A •— Y 是连 

V ， / *< V > 在入中是开集. /■是连续的 • 如來梅十， 

我们称此定义为连续性的开集 定义. 换句 话町简单地衣匕 

例 4.1 muu 和知明 4 .… 
hi x * y 分别定义为 










• /(!•) - 2. 厂⑷ 


2* M*/n 




gta 

， = 二,由”… 

## 乎邐呷1， 

侧 4.2 後，\相7昆条扑交 《• 
y \) 金 iilU ^* ， t 文妗 慎筹*數 
td ： X - A 蓬遊囔 _• 

12) 遞氧， * 考恚由 Hr )* 1 
、•‘ d - t : \ > “的"洛敎 
Cs x ^- 良 n ^ liHC 、！ 连續的 • 设\.在 Y 中是丹笔，:: . ( ' \, 

.. r 〜 V 、二 •：. $此 r W ) 东 X 中是开篥 ， c t 连续的 - 
+ 迨占 连浅. 并 f 仅仅借助于定义此函数的公式或 笑系. 定义域上的拓扑和值域 
t 的拓仆 lii 运很 i 要的.考虑>-列例子. 

倒 4.3 : R-R S Mr 二哙出•莫中定义域 R 有标准拓扑，而值域 R , 是 M 

! ■ "r r ^ r i ? t / 是连彳？，•由 tV — K t . r , . ••、 j \ :在有限补拓扑中 I 一 、 r 
軍.二是尸 R - lr :- l •…， 2_ u 卞 1 • 而它在具育标准拓扑的 R 中是一卜矸蕖. 


IS 


把\映成） 的函教 /，#；和/, 


R *R t d^t 


今出♦其中定义域 R ，标准拓扑，而值域 R . 是下限拓扑0 


今 r _•.式 f •夭 . ！ g 下是连续的.稟》 [0, 1>在 a 中是开集•茛 
. — . :一卜1二 ， R 二篥. 

9,44 彳、-奸 、•芝 拓吵空 J 5；. 两 V € X 的子空间由 ，飞/ = v 姶出的包含凾教》: ).4 
^ 1 ^ "*__ J - '、: ’:吴”在'中条一，、开％1，，昴么, • ( t ；)= unv . 而由 v 上子？ 

I :是开攀 f ^1. 、，上的子空问拓扑在 Y 上是最粗的希扑 ， r 
*. 乇 f 4麫，畏运滂 c (兄 螓习 4. r . un , 

，/;‘： 是谢以合的满射函數，抑.“由”导 w 

“：“':這:二：:二”由 5 ^的定义，—集合 v 是歼藥，当且"。\ 

復事实上， A 上的 〆 
1 1 疋扣 • P 羑逢續的. < 見鎵习馱 5 ( 2m 

p 中的 中的每 m u \ 

说明 就， u 逢的. h 要考# 、 ,. 超出 r 实际的需要.正如以 r 定理所檐出的 J 
w 中是奸 t ( 固定赛之中的集合就可以了，说明时藝元蒙的 

_备立仪备对于空' 而省 o ’ 上此拓扑的一个基.释么 • 。 v ^ v 


- - 气 ― 

证明 议"足迮续的.耶么对于在 y 中的每个幵集 V ，/ *( V >^ JC 中 
由填/!：<? 中是幵集，于是时于所有 BOB , 中 是汗集 " 

f I ⑼在 X '中是仟集. 我们紐 明/是连续的.设\,，是父中的— 
个汗樂.那么 V 坫毪， Llf 的一 个并， 例如因此 • 

/ , < v )= r , ( UB .)= u / '( b .). 

由假定 • 任一 / 1 < 在 X 中是幵槊.因此正是它们的丼 • 所以厂'<\0在 . Y 中塔忏集， 
从而 y 中每个汗集的原象在 x 中是幵集.因此/是连续的. ■ 

例 4.5 在标准拓扑中 • 函数"上>二1卞 2. 沪 r, =2 尤及以^> =广 專逄把 R 蛾或 R 的遂 
蟥函教. 

这是为什么呢？设 W ， 其中是在此标准拓扑的一个蓁元幸.那二 
f~ x ((a «6) ) = (d — 2,6 — 2 >， 

g l (( a . h )) =(營，夸) • 


( — * Jb % — y / a ) U («/*»» v ^ 苦 

h ' (( a , A )) = , 苦 *2 <fl 且 ft >0. 

0 t A ^ O . 

在上述每神情况下 • 一个任意基元素的辱象是一 t •开慝 ♦ 干是每-圣較是连建的. 

例 4. 6相乘是一个连缞函敌，睜由广 7给 出的函 tR 1 — 丨是遥 瀵鍮.它 

在 R ‘中的厍象是窠合 

y ^ H ( a . ft >) = ( x . y ) e R a < jy < b . 

这是夹在两条双曲线之间的 篥合. 当与办 •是王 歎対 v ； \ ipr 

的例子，如图 4.2 所示. K \ 一 

显而屠£， /" HCa * 是 R . 中的一个开 子驗. 我门可 
以通过证明对于任一点 （ p . q ) ef l ^ a * h )), 务在中- 碎卜二: 

位于1/>， （/> 且包含于泛厂 1 ““. 的立巧， 1 ’- •“，、、 r，J 

冬.2〉.来证明上述这种明显性.事实上，相果我 G 设 w= 、、厂 
min {6 — pq . pq — <0 并选取 p •衣 V 片农 ^ •* 

个于 f ,邳么可以证明 （p —5. 户十 5>> Uq _ 心 9 " 4 *^ ,C 

, W 

尸 （ U , b)K (见鎵习 4. )5,) 

实涵数相加也是连续的- 《见 珠习** ,4 * ) 把相乘 Wt8 
加的连续性相结会，就可以得到 F ■面的定理： 4 续的 .算令 广 

定理 4.4 设 R 有标准拓扑.蓐么•每卜 f 項式兵 、 ■ 

•证明見絲习 i . H 〜 I 1: . TIH U 明好躓 瘸我. ：麯必霣 •它的 

连缂 n 的幵反定殳以及由它所得到的一垮结逢?# 的 . fU，l|!l 
反函败、 指 ㈣㈣ ftft 抑. 

鲁结果 • 但本衫随后的部分仝都要用 角这哼 钫论， 


当 4 与/ <» gJ ： •蚵的 
，•— .•卜 — K - 










■•s 


^4 


'見 I 明设 f . : •卜 V㈣ 续的我们来证明，娜尸⑺⑽ /_,來 

x ^ cuak 于是假定 / u ) ec 、 u / ⑷) 由定理 2 .匕1在，与’⑷不相交的 
-个 Hr . 邮对得， /uin 是包 h 但与 A 不相交的一个开集._•小，1 ⑷，邛 

得到所要的结论. • 

接下来我们考虑在把 K 映成 R 的函数的情况下 ， 连续性的歼集定义与连续性的 e — d 定义 

之间的等价性. 定义翻 泽为拓扑学的术语.可以表述 如下： 

e —在定义的译文 设、和 Y 是拓扑 空间. 闲数 /: 是连续的，如果对于住一 . K.v 

和任—包含 / U ) 的幵集 L 存在 J 的一个邻域 K 使得 /( WCL 7. (见罔 4.4.) 






图 4.3 如果 j ^ CUAi ， 那么 / U>€ClQMO 


图 4.4 对于任一包含 / U > 的 LT . 存在 
包含: r 的 V ,使得 f ( V)dU 


在 t 述译 文中. 开集1/所起的作用，是在 e —衣 定义中 e 区间所起的作用.对于函数 G 
K 一 R ， 连续性的 £ 5定义与此译文的等价性是易于证明的. （见 练习 4. 3.) 以下的定理我们证 
明此译文与开集定义的等价性. 

定理 4 .6 一个函教 /•• - Y — y 按连续性的开集定义是连续的，当且仅当对于任一 .rH 
和任一包含 /< j ：> 的开集 LT , 存在 J 的一个邻域 V %使得 /( V ) CL /. 

证明 S 先，设对于函数/: : v — y 的开集定义成立.并设： ex ， 且已知包含/⑺ 
的-个开集 f ;’ — Y . if 假定 V=f :肌由于/是连续的，由开集的定义可得: reV ， 且'.在 
X 中是 汗集显 然. /( VOCLT . 因而所要的结论得以证明 

r 及—包含 / u > 的开集仏存在』，的-个邻域 [ i 
:个开集 w ， r ( u ° 在入中是开粢.于是设…是、'中的任意. 

mm 使鱗价地使得觀因此，对于任， 
J . ； 5^ 1 幵集 V ，使得 wvmw ). 定理 1.4 葫涵/ ，（ w > 在 x 中是开集 .* 

射到收敛 ㈣ 这―事实， f « 述了专邻近性的^ 

定理 4.7 iJU : hV 是连績的如果 X t 的-个序列 U ." 工”…〉收敫于点工 .赛 


m _—___ 

、 y 中的一 个序列 (/( J > ^ f ( j t ), •••) 收效于 /(n 


此外 • /⑴ eme / |肌_ ( 〜（•叫收效子，；十是純 Nez 中 
于所有 《> N , ’ ' lUK 丁 是浔出对于所有 on ， >( j -,,> eu , 因而序列 （ /<>t 

/u; ) ，…）收敛于 / u ). ^ 

重要注记一个 连续丢数未必把开集映射到开集. 例如， 由函教 /u> = 〆 给出 的," 
R -，K 是連读的，但是开集 （一 〗，1>的原象是 [0, lh 它并非开集. 


K 疋过；犬 w ^， I 一 . . . 个 ，、 • ” • i /, c rr - 

以下定埋指出，连续性的汗集定义有-个等价的闭集版本, 


定理 4.8 设 x 和 v 是拓扑空间. 函教/: x，y 是连缞的，当直忟当对于每个用集 rc 
y , / •((：> 在 X 中是闭集. 《见 絲习 4.2. > 

证明 连续函数的复 ☆函 数是连续的， 可直截 r 气地得到 证明. 特別地. 我们有以下定押 
定理 4. 9设/: X—Y 且 g: Y—Z 是连续的.那么复合函教名 ./: .Y—Z 是连》的. 

证明设/: X^Y Kg ： y — Z 是连续的.并设 L / 是 Z 中的一个歼集. 耶么. 、心 f 、( U ^ = 
f-、（g UL 0). 由于 g 是连续的 • g '( U ) 在 Y 中是开集.因而/是迮续的，/ MLm 
在入•中是幵集.于是，对于2中任个开粜1；，<^-/) a ：在 龙中是 开集.逭涵 是连 



is 4. 3把 M » L j —) 和 Ji : 粘貼 

在 -® 来定义 A •- 'Uti-V 


续的. 

我们将发现，下列引理很有用.它称为粘 
貼引理，因为它提供 f 能把连续函数/: - A-y 
和好： b — y 钻贴在一起，得到一个连续的数 
h t AUli — Y 的条件， A 是 定义在 /和 IT 定义 
域的并 ]： 的函数.（见图 4.5.) 

引理 4. 10( 粘接引理）设 X 是拓扑空间， 

A 与 B 是使得 AUB = XWX 的闭子空间.假 
定/: A - i ' 和 g : y 是连续函数 • 且 对于在 t 的所有』， /(- r > = « u) * 砰么由 

, fU ) 若 

^ 1^ U > 苦4« 

定义的 / i : x—^y 是一个连续函教* 不县设 c 

证明山 ㈣ ！ .8 就足 r .，^ rrt v ^ ' u " ； saJfei/ 1(0 

在 y 中为闭.注意到/,、0=厂_(0以*(0. 连续^由^ •中均为 

八中細 . ■理 3.4 蕴涵广 a ， w *> r ^， 其屮 /) 在、中 Jl . ^，、办 x 中轉所以. 
闭， nr(o = Df ^ _，广 ㈣ 入•中为闭.=二，二_. • 

打是在 X 中两个闭樂的并，因而 tf •入中仍然 为闭于 . 

例 4.7 由 

, jr 苦 

fa :) = l- rl * j ： j^jc 






二祕 - M 由财 
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Oj 每 

在那里它 们吩佘 


卜是由•定义的函教[ 0 , 
因此所得到的函教 A 是连 读的. 


J - R . 




证叫每 t 函敉/ 
证明每个函教/ 


i 是连续的. 
T 是连续的. 


而 m 拓扑空问_ 

里违续的当且仅当对干每侧 u cy , 


4.3 


4.4 


当且仅当对于任 和％个包含 r<40 


. R . 其中 R 坫具有下限拓扑的实轴. 

• R . 其中 R , t 是異有有限补拓扑的 实轴. 


<n 


的开直 


定义的函教(一〜 

函教在 . r = o 处相连接 

» t 节缠习 

1 1 ( I )设 X 4 有离 K 拓扑， 

(2, 设 V 具有平凡拓扑 • 

L 2 证明定理 4. U : 设 A 和> 

在 A •中毡闭 集. • ^ 

证明冰 《 U : lUjfiii 雜的 r <5 定^连续的 
l ；， 存域 I 使得 /WCU 
就 F 列函教连续与否怍出证明： 

U ) 由 = — 5定义的函数/ 1 R / 

( 2 > 由二3厂.定义的函数 A ’： 心 

< i » 设.\是一 1 h 拓扑空间.扦设》，是入’的一个 子集. 证明 Y 上的子空间拓扑是 y 上最粗的柘扑， 

得由 “ w =. v 定义的包含函数，：为连续的‘即证明 • 如果疒是 v 上的子空间拓扑，而了 是 
使得 | 为连缚的 y 上的子空间拓扑，那么 7* c ： f '. 

(?, 设心 WA t 从 一个拓 扑空间 X 到-个集合必的满射函数-证明由 P 诱导而来的 .4 上的商交闻 
是 a t 最细的拓扑•且使得函放 /• 是连续的.即 证明. 如果: r 是 a 上的商空间，而 r ' 是使得户方 
连续的 a 上的一个 拓扑. 那么 ref . 

⑴设 X 和 Y 是拓扑空间 • 并设 X V ’是相应的枳空间.由 / >,U , jy >，0 •及 p , U , W = . V 定义的射 t 
函败 P : 及九 ： X V - V . 证明 a 及尔是连续函数. 

(2) 证明上的积空间是使得广及/>,都是连续函数的 Y t 的最粗的拓扑.即证明，如果7■墨 
A - y 上的积 拓扑. 而 r 是使得 P ■及 p 部是连续函数的； vxy 上的一个拓扑，为连续的 y 上的子 
空间拓扑.那么 TC 7*‘. 

设 x 培卜具有拓扑; r ,， ： r , 的空间.设 uj : •是恒等式并胺设定义域入.具有拓扑 

而值域 a •具有拓扑: r ‘. 证明当 a 仅当厂细于 d 是连续函数. 

4.8 设/, A 、 Y •是个连续函数，如果 I 是 X 的-个 ？ 樂.4的极限点. / U ) 是1，中 /( 八）的-个播則 
是否 为真〃 如果为真，请给出证明，否则 请举— 反例. 

«. A M 都是连续函 ft . 假定 i ， 是豪斯多夫空间，且存在 X 的-个稠密子集 D ， f 吏得对于所有 
托£)， ru ^. u ), 堉证明对于所有托 A ., f{x)=H{x> 

fm 个涵数’/的_是由。；1， f ( j )\ jr ^ x ) 给出的 xxy 的了集 .证明 * 如果 

中蛏闭集 . （ 注：在练习 7. 13中，找们将考處它 的 4 


4.6 


4.7 


4. 1 U 


14 


连续的，而豪斯多夫挪，郎么 0 在欠 
命个称为紐性的性质 

n. 7 ” M _/ L : Ml 个— 

<2* 如糾 mm 巾 ㈣ ，证明粘接引理成立. 

⑴… X -: 与了 的假定 • 举-反例说明粘接引理不成立. 、,• 

H 也是连後都是连续敝证明:由心叫 ，⑴， .八 （：>> 定 义的函 … 

:期把广 的结贈利… 敗的悄况， 

W f { j , y ) 


n>2. 

r " y 定义的軸雌 h R 、 


是-个连续函数. 


在飧轟啟与 &胚 
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15 


16 


设，嘗細 ⑷ M 化 u 通过以卜在例以中已《述过的步釋•完成咖;;曲^ 

( 1 ) 心与 W 都培止 tt . 所述.耶么（广占 ， p -, d) , [q _ s 明； 

(2) 考^与 0 iH ， 负的萬余的外 能情况 . 证明 rn ”价、"" ’ 

在此侧祕性槪 _• Av 都•咖情况与 ㈣ 部为 侧二： ，庄， 

利用蛛习 4. 6 ,制 4. _ 4•丨4以及定理 4. Ui £ 明：有限个賴祕的 fo 帥 ㈣ 料 H ㈣ 
/•，••••/_,« - KSi ! 续的. uf 明分别 rtisu 卜/,…+ "，‘人…与 t 川 { ■ 

定义的 S ： H *R ^ Px H-R 是连续的， 


4.17 利用练 4 4. MiiE 明，由 〆 +…，… r ， a 给出的毎个多埂式闲数厂 R + R 是连续的 

补充 练习： 函数序列 


在拓扑学和分析学中，函数序列起 i 要的作用.例如，由幂级败定义的函 ft . 遘如 MnU ) 和 〆 .巧以 
用连续函教來表示 • 这是由于它们是收敛的多项式序列的播限.而多项式本身软是迕续* ft . 在枣课程中\ 
找们用收敛的函敉序列来证明蒂茨延拓定坪，在第7章的补充殊习中将遇到此定理. 

在以下的练习中，我们考虑一些条件.能确保连续函 数的字 列收敛于连味病败.怍为起步，函数序 
列 （〜）• 其中，对于每个 ” = !• 2, 3<，…，函 数、， I ] -♦ CO . lj 定义为 


*»( J ) 



若0 C I 在―丄. 

n 

若丄 1. 

fl 


SE 4.18 Wi 出 s , 与^，的草图，并证明对于所有， 2, 3,…， i •是连续 函数. 

定义 4.11 设： V 和 Y 是拓扑空间. 占教 /•: 入的手列« /. »称为 I 逐.<50畋敏于凾枚： A - V . 


如果叶于每个 j ： eA ' 在 Y 申净列 ( y „< x )) 收敫千 / u >, 

SF .4. 19序列 U _〉 收敛于函数 *•: [0, 1」 -[0, 1], 试碗定.痒证明， IF 连缕的 

丁是.连续函数的序列未必收敛于连续 函教. 然而 • 如果各〗-字列 h 、，•》以均习的违率收为 • 那么我 
们能肯定 极限函 数昼连 续的. 由以 F 的定义.在定义域为 R 的特定场含 • t 述结论昼不莒3明的 • 

定义 4.12 —个函教序列/., : : V — R 炸为一致收敢 f ' : 如襄时于任一 e 1 •萍在 V 6 Z ’， 叱 




逋过阁形的方式就可以把一致收敛背后的构想清晰地 
描绘出来.如果（人）一致收敛于 /• 那么纣子每条竖貞 
厚度为中心位于/的 ra 形上的带子.存在 v € z 使 
得对于每个”会 N ， 人的图 形都在这条带 f •之内 . 《见 
围 "•> / 

SK 4. 20证明前面所定义的函数序列不一致收敛. 

定理 4. 13( — 致收败定理）如策 W •丨是邊续凾教 

R 的序叫 * 離么/是连续的 



阳 4.6 /•的 ffl 形与/的围糾 
在相鉅 f 的范围之内 


X 的一个一致收致于. . 

证明设 UCR 是一个矸集.我们来 WL 明讨 f 每 1" 厂 1 tLl * 
<以>，设任一厂 l ( t /). 取《>0使得 

t/U * )-«•/(，•> +«> cl/ . 
由 T - 致收敛，我们 ej 以找到 \ e //. 使得对十每和 |6 

|/, U 卜/⑴丨、 f . 


疗 ft —个斤瘍 VCX .使得 < V - 













ft 们顯 


t ‘< ， _ 明 o , \ 

JBft «'>N 设 I ' / K ^ I ' ^ ' 1 / f •包 

I *、• . ， • I 1 、屮“ 

m ，.、 

U 2 TT ^ 二^中如”求的糾 “、| 

4 2 同胚 

料济我 们定义_， ㈣ 斟卜等价 攤 供最料亂念的 • 拓 扑空间 之间的 ，个抑 
隱^的 ㈣ ，■给出的料 ㈣ . 麟料 侧⑷卜■点之__之_ 

义 4.14 iiX 和 Y . 是拓料 《• JHI /* py 是美有 逆映 1 ^ ’ ： 

射，如蕞/与/都是邊轉轟教，導么你 .< 是一 >同胚.如栗在入 *-> Y 之间存在一个 Wi| 

成 frj 就妳.\与 > 是同胚的或是拓朴等 价的. 并记为\、） • 

设 /: V ft ㈣ 魏为使/ V •路连 续的. 必劝时于汴入 中的毎 

t T 满足 (/-«> ( V ) fty 中 sf 集.但嬝由于/ 

是一 t 双射函 《• 对于 t / CA ：* (/ ') •(【’）= 

/ <10. 于是 • 对于在 . Y 中的毎个汗集 IA / on 在 
V 中必定蓬幵 t . 因此.当 ./ 是 一 f 叹射兩教•说 
尸 1 是连 续的. 等价 于说： 在映射/下.每个汗柒 
的睽象是一 t 开集.同样，当/是 一 f 叹射函数时， 

说 j 是连 续的. 等价 于说： 6；逆映射函数厂 • T * 

每个开案的职 «mm (關 4. 7.) 09 4,7 々 同胚把幵集映射判 

如聚你选修过 一 n 抽象代数的课程.就<能遇到过群同胚的慨念，它迠群之间的等价 u . 
群同旺 珐为讨论由每1、群 l 的乘法运專所给出的代数结构，群的儿素所实施的 t 双射 

笑似地 • 狂是为讨论由每个拓扑空间的汗集虼所给出的拓扑结构 • 而对拓扑空 NiVi 

晻的 一个叹 射， 

山 F 行了定义 4 . 14. 就使原先我们枨卍式使用的闸语-拓扑等价”变 m 史确切厂 
例 4.8 设 ‘ Y 和 V #. 由图 4.8 所示的三点藥上的拓扑空间.由 厂⑷ =1, /⑷-二 

: , mv 、’. -么’是-个同胚.由千它是此三点上的-卜曝且麾 x 与” 
升 t 之阐_一十双射. 





m RM .8 欠 ？ H Y 的一 

倒 4. V 明 1.9 序吞的在三庙簾 

n - e ：；^ v .. ^“ f 上的两个拓 th 空间 • 虽然所 P 

、 月兮由八 ,4) 二定义的/:入 - y：v 邊一个 时肚. 


•\ 的 






n 4 .m ^ x 


t 的 rtfWlfluh 




侧 4. i(i ，h 卜良 洗 膽歟是具當武 # 獄厂 •⑺麵 ㈡ 的 

此，躉-个用胚. ^ H 

由于7羡一 |^冏胚， . GMTR 的 IM 卜 性看. ♦上數弁“ 镄卜卜 ⑼, 
1改 t 实耖的篓本拓扑性 

以卜何的赛本 HAtt 合4起. U J 推出拓仆等价 M 何拓扑 r _ u 丨的帥 
等价 夹系. (见味习4.28,> 

U ) 由 i < UjO 二 I 定义的函数，山 A ' II 一个問狂. 

(2) 如哄/: — 个问狂， flP 么厂 •• V^Xtfeft 

(3) 如采 /* ‘\’，V 及 >；: S — 个间胚.耶么 # /: \ *Z 也圮 M.，iih 
例4•丨丨设 （ 1， 1) 具 铒柃 准拓扑，以 

/ U )= YTJJ ] 定义函敵 /: ^ I . I ). / 

的® 形如图 4.10 斫示.由此围容 S 看出 •/€ 

R 与 1—1 ，1>之间的一卜 双射. 而且 I 然•对 

于/与/，来说•开区间的厍象是砰区间•因此 ^ 4 ri - i , i ) zm rm 



/ 与 / 1 郯筻连续的，于是/是 R 与（一 1, n 之阑 的一卜 《 ft . 

例 4. 12 下仅 I 1，1>延与 K 慝间 JP A 11句，，： J 氰 : K •』 
上.考虑下列具有标碓拓扑的区间狭（肤定“与 A 1任骞实歌 • 

U ) 开区间：， （ - oo , a )* ( a « * *°> I K . 

(2> 有系闭 区间： 

(3> 半开半闭区间、半开半闭无豕区间 （>• 以， U , ~ j ，< • + 

在每神区间族 m 、 （ 2 )，（ 3 > 之中 • 叶_的$闲 愚等价 w . * u 】 用 
间旺，并逬一步 讨论它 们的等价性. 





























oc ) il 一个同胚.这样 . M 与任一区 fg] 

如 ( y .[ o , bu 』 是[0, n 与 u , A) ^ 
的一由 “( r 二二』与 [°. ° 娜的 • 因而任-区问 [“〕 ⑽ 
一畲农 6 B 区间 [ d \ 6 , ]< a ， <^ ) 是同盱的 . … . r S _ /_ a r 


J 一 1 •内取 , ⑺ V % — — 


] 是 [ a » Cc ) 与 

， 〆 ]的区间，！ 


“在^习是4同 2 ”4.沉中，要求定义同胚以建 立其余的拓扑等价，要求所 有各类_子 

R 的区间子空间不是同胚的.尽管这在直觉上是明显的，但鉍 
们鼇叫确证明此点以匍，还需要进一步研究拓扑概念.我们将在第 6 章做这项工作 . 


H 6*27.) 

例 4.13 设具有#堆 拓扑的 [0, 2 d 与 S 1 分别是 R 与 R 2 的子空间. 我们把 S 1 中的每 
“点记为九•萁中 A 表示 S * 上从正实轴起逆时针方向测量的，角度为 (96 R 的点.如图 U : 
所示•由 = 定义/: [0. 2 ir ) — S 1 •显然/是一个双射. 

/是$连续？回答是连续的.通过規察 s 1 上此拓扑的任意基元素的原象.就可以发观 -i 
一 结要. 这一基元 索可以 表示为 B 二： p , eS ! 丨 a <(9< ft , a , 6 eR >. 我们考虑 B 的两种馉.《 
P 在 B 中，或不在 J 3 中•其中 A 对应于沒=0.如果 po ^ B , 那么/ UB ) 是[0, 2 ir ) t 
的一）、开集. po ^ B . 那么厂 ，（ B > 具有 [0, 27 c ) U ( g ，2, t ) 的形式.无论哪 种情又 1 
尸在此标准拓扑中是 [{)• 2 d 的一个开藥.由此得出/是连续的. 


但厂.是否连续呢？回答是不连续！半开半闭区间 lo , |)在定义域 [0, 2 d 中是开集. 

fe /([0. +)) 在牙中 却不是 开集. 因此，/不是_个同胚. 

事买上 • 在这两个空间之间没有同胚，因此它们不是拓扑等价的.当我们在第 fi 聋建 • 
涉及连通性的 某些性 料.爿会发現如何 ㈣ 这一 结论. 

例二在如图=13所示的每种情况的标准拓扑中，平面拓扑等价子开右半平面… 
(J . >>eR * u>0 » 及开圓盘 dhu ， mrw <u . 



K 


图 L 13平面与幵右半平 面及开 


(81»舯 


遠 -a 教与_____ 

^ 一 -- 

由 / U, 〆 = ( 〆 •》）定义 的函教/: 妃 — H •是圯与 《之间的一 个冏胚 
射到竖轴的 R 到 H 的映射 • 如下所示 * 

(1) 左半平面映射到 H 中的 一条带子，其中 0< x < l . 

(2) y 轴映射到直戍 

(3) 右半早面映射到 W 中的区域.其中 jOI . 

由 Wr . 。定义的函数 *?: 反― D 是 R 与 D 之间的一 t . 同胚.它把全平面迅 

速向内收缩而与此开圓盘 D 重合. 

例 4.15 如图 4.14 所示，一个正方体的表面与球面同狂.扣黾我 f 】 认为每卜靣的中、位 
于 3 维空间的萆点 • 那么由 /( />> = ^] 定义的函数 

C - S 2 是一个 同胚. 正如我们在图中所看到的，/把 C 
中的点双射到中的点 • 且把 C 中的开集族叹射到 . s ; 中 
的开集族. 

在以下的例子中.我们发现从一个球面挖去一 个点. 

将产生一个与平面同胚的空间. 

例 4. 16 在 Rj 中，设 N =(0, Or 1) 是位于球面 S 1 
北极的点.设久=穿一丨 Nh 并让 . Y 有泠承自 R ’ 的予空 
同 拓扑.此空间称为有孔球面.我们来证明 X 与孚面 R : 

同胚.请注意，作为 K . 的一个 子空间 • 平面自然与 R - 同 rn € R 〜，这_的 
子空间. 

我们在下面定义函数/: X *R . 对干 X 中的每 f 点 J & = u ， _ v ， 点出发 f 过 
P 的射线.我们定义 /( p > 是此肘线？过年面的唯一点.（见图 4 .15.> 此妗 射片•今球扱平面 
射影. 在练习 4. 27中要求为/推导一 t 特定的公式 • 






S 3 

-- - - - --- „ 

. 它是把麥鲕 


田 4.15 球说乎 _ 射 ft 

由此图所示,/显然是一个 双射， 而且，把中的砰二:二:二 
•从 x 到此平面的一抄同胚•所以，从此球面柁去一卜点 ，将 1 
在以 F 的例子中，■将发现 如何 折叠彳圆 M 的边.从而产生 W 軸哪 

W 4. 17 X * R 1 ^ m M s * X [ -1. 1]- 我们遽过定足由下列集合 4 成的 










虞中(一 ]) ^ (jr * ^ Jes， - 

3，, I ) f ( J -* 

v •— 1> I U. >>^ s， 


个作豪 

⑴篥合 y • + 

( o , 在 薦峻面 if 鳙的蕖含 r " ux, 

此 ㈣ ”的每 

^ T ^ B 分 fri ㈣ fl ㈣ Y • 中的开霞 V 包舍卢 T- ^ 

戛》 D , 在本黉 上曼相 用的. 々在' 巾的开 C 包含点 T ， iB T . tfi 

H . 这与 A - 中的一个开篥 / T i m 包含子 褰了. 却与 B 相分离的情况相 对应. 我们可叫 


'. --• ^ f - 

赛喜 - i 明 f 望问. V •与球面 S 同旺. ip 图 4.17 所示，在 W 空间中， E 枝面环緩練 f 
n # 面-梅“：料董直的中心抽 H 圆性面与球面相裁于中心在 o 平面的學点 
^ 1 ETiH . 而此球面的北镘与 南极， 分《位子此圆柱靣的頂 m 与 U 的中心. 

一 了彳辱 到同狂 o X .4 SS 我们首先定又逢數/: X —又. 再吊/来定义 t Akfit 
r . Bte ® X = s * •[-!. I ] 上的 每令点 /> 沿 f 一扣水早轴射影的方法来定义.把 I 軸直& 


ra.K 二约点 hpK 我 ::1 可以把此函数闱 R 中的极坐蜉表示为/( I •没. z)^i v ^ W , •, 
7), 如圈 4.17 所示，函教_/ 把此® 柱面峡射到具有以下性质的球®: 

U - 位于;？碥与茛瑙圓硐之间的此圓枉面的开子集，破双射到挖去北极与 南惙后 的球 i . 
<2)此圆12面的整卜頂端的圃司.即 t 合丁，映射到北杈 
<3> 呔1红面甿整 t 试端的圆阑.即集合 B ， 映射到南钗 S . 




If 


■ me 集合 u 与 vftx , 中的开集 …. u _ _ _ 

,二： ㈣ ：丄 w 上/是常數，又由干这些集合郝破认为是 x .中的单个元 •，千 
土 A 镝导一 射函教 〆 ： x . ♦〒 

，• mm ?. 咖把开藥時射到 开篥. 设"是入"中的: 
. I , • 4： , ? \巧 f 包含 W . 那么《⑼在9中 I ：与 N AS 邾怕 分离的 

■,>-,,, , s ^'^ fX 中开 $ 的另1悄况是 ㈣ 的.此外，同蛘方 1 ^ 

……… u •中的开集 • 间的 >个_ 


邊鳕轟教与角狂 
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困喜. 18 两空间与崞面 5 阕旺 

例 4.18 线 4.19 中•我们曹列在 3 雏扣中的两 w 子•具有 # 扣扑， ^ 

一条带子到另一条带子不 t 实硬豫 皮胶布 和_的变 tint 表乎在拓学上 
但在事实上它 们却是 同胚的 • 我们通过以下的步骤，印对翏一务葦子沿 | 线玲汽匕开 ，‘/ f 
时对所形成的浃带不加扭曲 ♦ 然呑再把切 开的戎 没重新粘贴在一起，咬 tn 呤更缦 
来定义认事一条带子到筝二条带子的一卜 晚射. 此峡封在通过上述 it 咢璿迗内第一岑弯子， 
取一卜点，而把箏_条带子上的点缺射到终止于箏二条弩子上的 f ： 卜卢. 

子之间以及这两务带子中的开集族之间的一个玟財.因而是一 t 8 fi . 

在图 4. 〖9中左边的带子不是默比乌斯带.此带1玍把它的两瑞粘貼 &-- 起之前 .^ a ,r 
一个整圈和做成 • 而默比乌斯带是在把它的两端粘貼在一起前 • 通 过拧而做在 . ^ 
例 

例 4 .〗8提供 /在拓 扑学中有关等价的一 个重要 柃征.如果我们切割 - t 物 f 丰，可能頃 F 
一个 ft 拓扑上与原來的物体不等价的物体 . (H 1. 如梁把 UJ 歼的物体沿©它任 边1 的《*，』 
当地®新粘貼在 -起. 使它们恢复叻割以前的样 f , 那么口津在那时 i 5 fr 客 vrvffl 曲和变 H • 
结果是与原来的物体同胚. 

虽然同胚表示两 f 拓扑空间之间最莩本的等价关系 • 但当弋多教&把拓扑 V i 人勺&礞哫 
胶布/ I 何学时，同胚不是他们所想象的等价关系. if 如我们 e 羟獾出技的. fvnFn 丨屮 
现的两条带子.作为橡皮胶市 f 能认一条 t 形为 V }条. fn 它 n 却垦间肝的.也 
来理解等价的埋念，将在第12章潸助-个连续、 砮数 化的同胚軚，即你勺“合梅”的《1 
加以锖确化. 

对例4.1«中，位于3 維空 间中的两条带 F 存在的明麗痊別. 而费 汕以 H ?U,, " ,1，，a 
过对这两条带子的边 • 即阁 4.20 所示的曲线&进 H 售祭 • 來现察这炙咏作此阳 
的左边， 




























工七 r 二 由二匕 ".中的子、 

定文 4 ._ s …中的 = 二 _、.之中放人•'的懒.吖 
_把嵌€«在3维空间中的一 >關坏嵌人_象.心 
二 CSS 轉 ㈣ .-捕1定义了嵌人之间等 价的咖将发蚴 

麟的 嵌入是巧的• 如果 /{ [一 h i ] ' Y 是一个嵌入，那么/的_ 

为入定中义的？:；：如果- X 是一个嵌入，那么/的原象.称为-中的一条_曲 
线（见图 4 . 22 ). 




图4.2】 X 嵌人 V 

在 KH .23 中.我们描述在、维空间中的 H 条简单闭曲线.嵌人 .A S 1 - R 十分自然地被 
认为是一些纽结，以及纽结理论的研究对象.我们将在第 n 章和第12 a 的纽结理论之中， 
进一步讨论嵌人* 



* ,, • •— …不三 u ： w . 以 r 的疋 埋促供 厂一个例于. 

斯⑦间 /: 个同狂•且 x 是-个豪斯多夫空间.那么 y 也是- 

那么，明 f =斯么夫，， x ， y 是-个同胚.设 ,1: 与; y 是”两个不 — 

由此 i 出二 d 找，存在分馳含/ 1 ⑴与广1 
棄斯多夫空间. 与 7 v > 是分别包含义与 - V 的分离幵集_因此 

斯多夫空间 祐扑中 的 11 ，4在有限补拓扑中的 r 不 ㈣ 胚 • 这是 由于前 衣 

__ ㈣ 拓 ㈣ _一个性质称为拓扑性质定理 ㈣ 级涵:••是豪断多0 


9T? 


法飨身教与狀 __ 

珐一种拓扑件质.通常，像彔斯多夫空间 邶样. 用忏集定义的 件质是 一神拓扑性质 

正如我们在本许屮许多例子所传到的.我们可以通过定义两 t 拓扑空间之间的间胚来证 
叫它们是同肝的.反过来，为了证明两个拓扑空 N 不间旺 • 必须证明没有一个函敢同胚氕^ 
们之间所定义的凼数.然而，要考虑这些空间之间的每个函教鱿太椎厂变通的办法是 . 丨 
如我们论证在标准拓扑中的 R ， 与在有限补拓扑中的 r 不网胚那样.我们发现，如取 — _拓 
扑性质被一个空 ㈣ 拥有.而不被另一空间 拥有， 那么这两个拓扑空间不同胚. 

4 2节缠习 

4.22 考虑在两点集合 W J ： 所有 蚵能的拓扑. 指出 骣-件 HI 冏旺的 

4. 23找出在'点槊合上不间的拓扑 • 每 t 镆合由:，仑歼集 < 包括\与、,氓成.晚螂萬中 
两种拓扑相兑是同呸的.但第 Z 件与另两种不间胚 
4.24 证明双射/« A^y £ -个同胚，当 且议当 /与/^ * 把闭 m 狭射 到闭赛 • 

4.25 (1) 请为 R 与区间（ — 〜，“> 之间的 个 间胚搵出一个公式. 

12) 清为 R 与区间 < a , 6〉之间的一个同胚提出一个 公式. 其中 a < A . 

(3) d 知例 4. 12及本®前两部分中的一个同旺.请 证明， 如果 f ,. T 1洚习 V II !中澳醆 U 内的 
区间.那么/,与1:是拓扑等价的. 

4.26 (1) 请为 <0, oo > 与区间 U * 6> 之间的一个同胚提出一會公式.其中 r l 
( Z ) 请为 C —3, 0) 与区间 （ a . «之间的一个同旺提出一个公式.其中 

(3) 已知例 4. 12及本题前两部分中的一 t 同狂.琦 证明. 如果 /,. i , 昆绦 44.12 中象牦<，•内的 
区间. 那么丨，与/,是拓扑等价的. 

4.27 请为例4, 16中的球极平面射影提出 -t 明确的公式. 

4.28 证明以下的每仑论断.然后用它们证明，拓扑？？价€在所有拓仆 V :间的黾蛛 I 刊等4备:年 
C 1) 由 idU >= j ■定义的函数 id : X ， A £- f 间旺. 

(2) 如果/: X — y 是 个 同胚 • 那么 J ‘： Y •XUifi t •同旺 

(3) 如果/, \一>，与茛：同 旺的. 那么 a -*/ 也是 一 个网旺 
也29证明奋坏准拓扑中 ， R ❽与 S 1 R 是同胚的. 

^.30 找出 R 上两种下同的 拓扑. 使得第一种严格细十苇_，但€13中的每-神相 臣冏狂 
4 -31 m 镝 证明： 存在包含有 限多个 点的非空开 t . 是一_拓扑性味 
<2> 请证 明： 数轴与具有有限朴拓扑的 R 不同狂 • 

■*.32 请 证明： 如以下的命锂所指出的.同呸保抟内部. 闭包和边味： 

U ) 如果 / t ,Y 一 VI ； — 个同胚.耶么对于 毎卜 乂 CX . /( InttA »- lntl / U )>. 

(2) 如果 / t x - v . 是一爹同胚，導么对于轉个 d /< au»»a ⑽" 

(3> 如果 . v ， y & 介同狂，襻么对于毎个及 cx •力 
4 33 设对 f - v 中所有的、,， \、 y ♦被分拆为形如入、的子 ♦ ㈣ ft 们把 it ’ 分拆中的瞍 H 1 
> T . 证 明： 具有所得判商拓扑的 （. XkW , 与胚. 

4 - 34 设V V 和 z 是拓扑 空间， if 明以 f 二 t 积苧间： < x>V v «> / >• * 

胚的, 

4 35 在第 3 龟，找们引进 r 环曲的以下三种丧， 】 、•： 

fh 此环曲定义为存例 3 .5中的 . ft 的-爹子空间 • 

[2) 定义中的 m 空间 six #. 















4.37 
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:二二二：二 T 

通过定义这些空间之间的 1 服 . m ^ ^ . V-.V A、VH * Hsm . _. 

本酬要_认邮= 的 

J 二母为开端.（见缘习 3 . 34 .】通过视觉现察米确定这-物卜 

以用-昧拓_來表不的二拓扑等价把它们整合为等价类 . 说，絲6聿，我 | 


，肀 
我们 舳 


43 机器人学的正向运动学映射 

在机器人学领域. 存 在-种 必然会定义的，称为正向运动 学映射 的连续 函数， 它 在设什 
连忏 L 机器人臂和其 他类似 机械装置的运动时起作用.在这—节，我们通过几个 ㈣ 子考 

连杆机构，它有两冊 . 再次在图⑶中图示•在本 
节，我们总假定杆朽短于杆九此系统的构形空间是环面 m 在这里，第 — 个没，对应 
于杆 A 绕 它侧定 端肺賴抓酬^而 第二个 S 1 ， 前 f •杆 B 绕它固定在杆 AJ ： 的 


端点而旋转角度为心的圆周. 

此连杆机构的运算空间.是由杆 B 的端点所描述的空间 • 在这种特殊情况下，我们可以 
把此连杆机构想象为一个牵引装置 • 而把此构肜空间想象为，我们可以在杆^的端点用-支 
笔涂色的所有点的集合.这样形成的运算空间是一个圆环.（见图 3.40.) 

通常，在研 究一个 机械或机器人臂的设 计时. 我们关心的是在此机构上的特殊点，在那 
里配备了 一个工 具提供特定的功能，诸如喷漆、托起一个部件、钻一个孔等等 • 这样的点 t 


为靖点操纵装置.而此运算空间是由此端点操纵装置所描述的空间.为 r 我们的 h 的•把签 


点操纵装置看作为一 个点， 在那里有一根住牵引装置上的笔，这就足够了. 

对于一个机械装置构形空间中的每个点，我们联想起在运算空间中与端点操纵装置相对 
应的点.于是，函数/已被定义，它称为此机慽装置的正向运动学映射.当然，可以假定正 
向运动学映射是连续的，这是由于，在此构形空间中挨在一起的点，与此运算空间中挨在一 
起的点相对应.在上述二杆连杆机构的情况下，/是如图 4.25 所示的，从环面到圆周环的一 
个连续映射. 



图 4 .24二杆连杆机构 


图 4.2 fi 二杆连扦机构的正向运动学映射 


遠苎义_与卫狂 -- 一 ——— _ 

,从_此运殊捕酬坏中产生一条已知的路径|见阳^ 犯 
如 =机_不能在此_ 中脚出 条已知的路 ㈣ t 換旬话说 

沐逢 It 我们把 L 述想 法迮数 学上逬 —步钠 确化. 

^义 4 .丨 8 设）’乏一个拓扑空间.井设 〔〜1 」 CR 具有标.叙 
v 中的一 条路径是一个 逄续* 教 P ; [0, 1] — y . 我们称此 
^ iX p ( 0) 为起点，以 〆 U 为终点. 1.27.) 

我们可以认为，—条路径是从时刻0到时刻 I & y 中檐绘出的 
_ 条轨道.而一条路技是一个函数.我们常使用路径这个木语来称 




试 N 



设我们有具有构形州 （ 、运砂间 （ ）及止向运动 学映射 ，： 卜" 的匕 
知 b 算空间 的一条路径化[ 0 , U 试问与路泾描绘仔 左的以 f — 扣间騮 ： 

条构形空间的 路径…[ 0 ,】]-〔’，使得 /^广《? (见图 4.28. > to 果 这样的•/仔紐的沾，我 
们就称 v 描述々 




Si * 28如 f 广， r K * _輅呤~襻浍路 G P 


图 4. 27 >’ 中的一条路径 
说起9描述/>,就意味着.存在通过在此构形空间指定路径 V 的方法 W 史此在汗作动.从 
而在此运算空间中就得到所希堃的路径 />. 寻求与给定运算，间路☆相小立的沟心交间路^的 
间題 • 称为逆向运动学问题. 

例 4.19 考虑在 $ : *1 示的二 忏连扦叽构.汍们把峋环士 

形.此正方形如 3.3 节中那样，把它的各边 ft 为栢间的.此正方_水平卞^ ^ 1 

^ 而竖直方向，则对应于角度办. . K fflir 

设 P 是如图 4. 29 所亍'的.在此运蓴空间中的一务圆形路泛. U ” 、 1 
在沒，处保持角度％的构形空间路径•/来描述，而九从 (1 变令 2 \ ||(1 " ' P *f 

再设々彻 uo 所示的，环 ㈣ 达算娜_ 中心 的-条圆/二 
以用-条与固定在 0 •处床持角度&的构形空间路 经分来 择述，而"’、 1 ’ . 




明 4. 2 s 


构形空 N 路径< /描述出运神 略柃广 


4.30 M 亡 



















情齡怖蕭“ ” w ::= 

W 抒移动. ㈣ 此 iJ ㈣ n 此机槭轆籯乂 
0. ㈣ 卜的例作我⑽食发似兄’ 

㈣ 例: V . ' •- 撟細 '】‘路 ㈣ 构形糾 I 

㈣ :二 二__，_===，:;^， 
，• ㈣__賴闲为. s /‘ s ，* s ，即壞金， 

4 由内支穿上 ㈣ 的 ㈣ 所 推 8 出的空 A 此朴的 H 

时全_ f ^ h . s 而敬 ® 定的， 此外容易番出 • 此推针的用端在可以面向3鳒空心 

6應方向， a 而此运 露交闽 «:一和球衝. 

闕时.此机轉 m 许此掩#梅向任雕 方向. 存在一些构形’由干这些构形运动的 fes 
^ ； f ： ffi V! . O 4费.）人啕衫导妗框架自锁的现象 • 并如图 4.33 所牙，当 .:！ 彳支莘 H 
时，出哽此现 象. 由十此乃向絮 it 钤被装 R 起來，所以无论是外支架还是内支架的旋转， * 
摩十此梅 针在此 龙霹交间，即琿面的赤道上所1出的一条嬸径，与此相对照，中两丈架•禽 
U, !>〆裕犄 fldr 在间卢：£, f 是，此机裱装董的每种光滑运动，邇过这种构形软 垠成一 J 
t 与由：:的矛 cnm 的路衿. a 此，如采此机帔装置完全实掩这种构形，丼产生 一条与 
此 n rra 切的路 i. 那么此机幟装重必定中止于辽神构形 • 与这一构形对应的构形 
二 • 扩力么向泛动幸 眇射的 奇点. 




HH i. a ： H 惟架自锁构形 

,::: r 城以 这是由干. 

㈣ d 術 w 中的卢 ！％ Ts f ::.” 的"，识 到. 奇点是与此机橼 j 
• » r h f u , (i r . <r ' + J ，,; 胃空同中的点.在木 H 中，如果此斤肉 
# “ “•“间中 ㈣ 咸，狄是在图以 3 鮮椎架自 


杈 0 句，- --- - -—— — 

在! M •衫 ㈣ M 不夔舞，且兔豪有寻*遘这，》!]|„—罨_ 
000糾年^后期 W •聲在舞 2 氧空铍天吃 f :•曹爱 S "， 
H 在 ㈣ 方薈及蚊3敏天教京戈 fun mi 

癱 f 镶嫂，钜爰由欢咋枣玄蔦中的舞声.降引土妗 3 邂.纟 if 土是 _«r 

. 又 ㈣ 嘴技，纛单元 nMU ，. *明‘.3…，％骞干於 m 工”… 
味州 .璽 WUh 要功 y 

汚 ，畫 f 咋用的电子和 C 味系多 笨 一个峰弔是为5 尹导 ♦: 礪芝一 ‘參 * I •蕃二是 
5々寿了笏止椎菜自餐’当茫子器连孝攻兗方句対 • 达冬系欢尹 i»： 脊冢？ i 三 s 条冷 c 一 ’ g 

為， 呂雨保特此參碎系噯定. 

当此万向轚装璽处于 ® 4 . 35 承示的奇异隹置片 • 致会2：現考睪 §*. 在足开至 S 置 . = 
專也炉•天器转句屺垂直干此万句架名 W 的一‘ -耷. f 一泛 3r 彳克芊斤矣筘工 f 壬 
H 采锜此椎架约自餐岣形.异芰養趸工兮转女 • 导致參 ，系子 X. 

一个襄 转部件的航天器的每_运动 • 目镇令运♦多系 的戈失 • 



扣 ㈣ 推架自镇， S 而转为重新设置參用系的长迫玄續的 ㈣ 中 gi 爱的」， I 
本 w 中的上述例子 表明. 正向运动学映射的分 ^的 构仆. 

1 动学映射躭可以为一个有待考虑的机幟装 s 不坷能的' ^ 

响形提洪关键的 信息. 


3 节蠊习 

3 * 


螓习 

考_⑼中的祕机 ㈣ W U 心的科运算抑料 
18 出襦述路径 /»,• >的路径_ 
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㈣ H .^一神奇_二仆_心_连扦机构-拇一银杆八与 " 都有 端被按^ 


_ • 冲 运动 的连汗机构 -#- 冊 .'\ 与《都肖 ，被 
4.40 考虑 . 扣⑴ ㈣ 的称 ㈣^ ㈣ 卜被按 ft 的点和每 t 连接点 .^ f1 都可以转动.设想 _ 

上 .“ 籑的 - 卜篇点 相好、从水平袖起按逆时针 方向测 败的 _• 队与打》的关年 ㈣ 
n 扦 t 的中点有 .i 笔按能的构形相时应的角度偶 < 以，知 > 的集含 . Afr 
样 _ 請 _. « 由以柄 ■出的 

4.36 ⑵ 中. 它破杆机构 途立一个 运 行携®. 以观察它是如何搀作的. 

这己在图06⑶中齡出家. it 你減 

i I 

0, 




(3> 


图 4.36 瓦特 4 联杆机构及其构形空间与运算空间 
U ) 考虑构 形空间 点 <札，知）的集合.解释件说明为什么这里有仏的两个值.而 与知对 应的值只 
有一 

：»通 ，立在 构形空间示意 ffl 上选取一组点，展示瓦特4联杆机构运动的正向运动学映射，并说明它 in 
把何处映射到运算空间的 B 字形上.在你的点之中，包括了在此构形空间中映成此8字形中交叉 

点的两 t 点. 


第5攀 


度量空间 


磁一般和最有用的拓扑空间要数所谓的 度敏空间了. 这个慨念来自 对基本 臬合中点之间 
距离的 _»• 测量距离的槪念，超出了通过拉伸—根卷民来磽定两个物体相隔有多远的现念. 
^如，橡我 I 门将看到的，通过考虑两个函数图形之间的面枳，可以度置它们之间的距离；两 
〜同之间的距离，可以通过计算从—个词到另—个词需要改变多少个字母来度置.对一个集 
之间的距离加以度置并进行比较的能力，通常是难以达 到的. 因为度鼇空间的结构比 

二畋的拓扑空间更复杂. 

度1空间在分析学的数学领域中起重要的作用 • 并出现于众多有趣的应用场合，在 5 . 2 
节，我们将介绍它们在研究纠错码，以及去氧核檐核酸 （ dna > 序列中的疴用. 

首 先，在5.】节，我们介绍度 M 作为本章的开始.然后，在 5.2 节讨论 应用. 在 K 节考 

察度量空间的性质，在 5.4 节介绍可度量化的槪念. 


U 度置 

定义 S .1 集合 A 上的一个度量.是具有下列性质的兵敦山 .m 
⑴对于所有 X , >6 X , dU ， 抑0,等号当且仅当产 - V 时狂 

(2) 吋于所有 j :， ： y 6 X ， d(x， y > = « K ， v ， J >. _ - „ , 

(3) 对于所有 1， JU , y)^diy^ z)^dU, ' d) 为一个度 

我们称 l ， y) h ， . v 之间的 距离. 并称由集合 X 与度責3 良的 

1 空间. ； a 右谢们预期的性质.两点之间的距®至少为 

■意.当 我们测 置点之间的距离时，离.队心到点：的距料 
°*而仅当这两个点是同一点时，它等 于 0 . 从点良接从上到：的距离. 

相等的•最后 • 从* r 到，然后再从 J 到 2 的距离，绝不 Y 的氏度讎或_度置对于一卜 
例 s.i 在 Rm 卜 :i 二 R . ^ 4 ^ t u 十离的 嘴，^ 
变量来说，务件⑴与 （2) 可以直接得到的.而 二、 〜 

个点 J ，: V ，*,就能偎容易地验证.例如， * 

>n 













一一 —— - 

—- 一一， …的量.，•丨象 说明州 金“： 

^5.2 靡、在乎 * R : 上：：的 
( p ,. fh ) 与“*<妒-的’之间的 

_节 中扉 ' TT ^ : 

成为平面上一神度簫的3种 性峤. 我们轉£/为 Ru 
为欧氏矩离 K ㈣推出 •乂 出的，是平面上的 A 之间的直线距离， 

的欧氏度量成标准度屋., L .'\* ,要证明心满足一卜度量的3种性希是 

C . 出租车度 U 哈顿度璗 . 以由于 

:=:=•“的， ㈣ •正嫌- ㈣ 中刪在铜… 

二，二(_叫 
- tr ^ t ^ s ± mf 9 M 此时肖点之间的距离.是它们坐杯之差的最大值 • 

^ SI 在平面 L 提出标准拓扑时.曾用欧氏距离公式把它定义为幵球的—组基. 
证明 幵球的 ㈣ 是 -组额 依_轉， R 贼欧氏距於式■成为— ㈣ 躺各种餘 
因此，正如我们以下要证明的，给定在—个集含上的—种 度贵， 就可以借助由这种度量所碗 

定的开球.来定义此集合卜-的一种拓扑. 

定义 5.2 设（ X ,心是一个度量空间.对于^^入’及£>0，定义集合 

B ) J ( xte ) = iy 6 Xic /( j ：* y ) < e ) 

为以 x 为中心、 e 为半径的开球.并定义集合 

瓦 ( u ) = (> 6 X \ d ( x , y ) < ef 
为以 z 为中心、 e 为半径的闭球. 

定理 S .3 设（ X , 是一个度董空间.开球的集族 
汨=1 札 U , c ) UeX , £>0)是 X 上一种拓扑的一组基. 

在证明定理 5.3 以前. 我们需要确认下列 引理： 

引理 S .4 设（ X ，心是一个度量空间.如果 jtG . X ， e >0 觅£)，那幺年在 
5>0, 使得札 (： y , 们匚 e >. 

证明设如图 5. 2 所示， S ^ t - cHx , y ). 接下來证明 8 )( ZBjU , e ). 






< 'M 


<，、M ‘ 


围】 .1 用欧氏》量，出租车度量娜大值度 _ 測肢离 
为 m 明此论斯， tf ), 耶么 A V ， r)< 反 



j u , r )<^* 值涵 J ’《!• #* CE , U . t > 

_定理 5.3 的碑 ^ 

这当鈐是没有玷问的.事实 t . 付于任一*、、」• |^扎、^ 

6 V ?雜一组基的 U 条 件得⑽足. 我似时 喝 ， an 
:丄存在凡 H 使得 K 艮 CflAB ：. ^ 

gB ： . H 是 B 屮的两个集含 • 并设 AB . nft ；. 拜在 n 〜鼸鱗 

P (i< R ll( I ' 6 设占： mml . d . . l tin 

上一种拓扑的—祖基. • 

由于与一种度埴相关的幵球的集昧是一 组鼴. W 此 Lli . 丨 > 畔 r ，: 卜 •• 

定义 5. 5设【入 • W 是一爷哽量空间.由哥坏■的象/< < . t / r \ . I •» i . 

炎的杯扑，称为由 J 诱导的 拓扑. 井你为一种度■拓扑 • 

队现在 开始，当我们提到一 >度量空间 } 时*狭為 i ： G 楚★分的 tJMi 

扑的一个拓扑空间. 

以下的定理为确定一 I 槊合确实是在一个度 11 拓仆 中的一 黴作 :和由朽 H 

定理 5.0 iH . ‘ ::、—— • £ - - - - ； -•> ' •• 《 1 

B 人 v S)C：U. 集合 UCX 是由 d 请导的这种拓扑中的辛集， ( * ' 

证明见练习 5. 9. 

在一个度 t 空间中 • 开球1开集 • 这曼由于它 ㈣ 此糾 屮的 H ” ㈣ 冰 

是闭 t . (见练习 5.14 (1>.> ^ 

例 5.3 号宅 H . •、，、二 : ryl 定义的 R 丄的变 •. 我 幻瞻’ 

柰是开集 . , 

礼 ur , e ) = (ye RH * 

由干通•的每”， 

⑹的哥区间，于是“上述这 祖蘗 ㈣ "上啟"暴扑枝靡先 • 隹 

导两来的拓扑是标准 拓扑. —- 4•以》麟灼》 夂 

例 S .4 再考虑在例 S . 2中所屮 相过的 
列举了与这3#度董 有关的 幵球. 


上 HO . 



明 u n^u ttfrtn . hi 仅气对 
h 中的树， v, fr » 1 

中的 t ■以 V 匆中心的吒球 
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我们定义了 


在由 

二。中的费卜开球.心 1 . u 中 

勢出的片,喉度鱟中•，得刻的基扑.所以 R ! 上稃准拓扑 • 是由此 Mllid 
«这用 O f 上#>! 料的基衡释 

导而来的拓 IK 

然后 • 考虑由 p •-奶1+1灼_坍 I 


所缚判的是形如 

B 七(/»,€，^ ^ R 

,. r ) 憂一个 Up 方 T 〜，^ ^ —' ，一 

我们将引出一个免 

:进議它来鐵出咖 
谗导出 K : 上的綍准拓打 • 

最后，考舍由 , u 

dtiip ^> = max < I pi _ 屮 M 夕* 一 分 ： i 

定义的最大值 受量. ㈣ 这种变量，-个 开球队 M ( P ， e > ， 是以 /> 力中心 
一个开正方形 • 在这 f , 定理 1.13 或定理 5.15 可以用来证明 

壤拓扑 ♦ <!_嫁习 5,26.) a . -sm . 

正如同平面 R 的情况-样，中的欧氏距离公式定义了 —种度量 （称 为欧氏度置或 

标准度置，而所产生的度置拓扑 • 是在〗 .2 节中所介绍的 IT Jl 的标准拓扑. 

例 S .5 设 C [« z , ft ] 是连续5数/: [ a , 幻 —R 的篥合 • 

刼两个连续函教 /• K , 定义 


定又的出租车 t 量. 

') 是一个以 p 为中心， o 到各个角点相矩 I 的开从 
的 d 在这里 ." ■球 R .上的#准拓扑.在 5.3 节中- ⑽旗 d “ 


各边的长为 2 c _ 
最大值 t 量诱导出 R : 上 


已 


〆/ ，茗） = | l/U) —g(x> <Lr. 



这个函歓遘 f 出从 a 到 6 , /与 g 的图形之间的面积.（见图 5 . 5 . > 

可直接€明^>藹足 一个 度量所 f 要的 3 种性质.【见緣习 5.7.) 

我们兖雙是如 H 知邃 〆 /• 是确定的，特別是按此定义的 

分•为坷是有限的呢？渾来拓扑学提供了—个解答.由干/•与 g a 

I ：连续至费.在 〆 /， g > 的•定义中的被积函数，/_心也是连续的.图 3.5 /与只之间的柜离^ 
在介绍连通性的拓 H 香的第7韋锊 f 到，在一个聚致域 它们困 形之间 的面相 
中的一个有界闲区! sin 上，一个连续实值邊敎有一个最大值和一个最小值 . @ 此， « p* Mj 
/-^在^， 6 ] 上的 最大值，恥1 


豢 

# 

谔开产/， g » 眾屙聚愾. 

主具卞 ：u - ^ ㈣ 成的拓扑空间，是函 数空间 的-个 W 子. 


子是缉 f ! 卢 /• g > 取賓鼕值. 


•t - - — — ----- - - 

老敎子以蓴子料料衫-,■子 

; \节嫌习 

^谢 R 上的出粗年度镱 満足 —个度 1 的 S 钤性* 

0 •法蜗 R t 的*夂®度繾_运-个竄量忮弟 

5.2 U 籌鳄什么 • ». 孓艷2又 I * Jt 齣一卜 t 曾 

对 f R 上的角 t * 点声=(趴，九 * 及， ••咖 > 定乂 

5.3 _», 、 I 1 若九葶♦鐵獅在 I . 

d . ip . q ) - 

斤一供 j 若 #• = •且一争》< I . 

(0 是一个度釁 

(2 ,樓述在此度歡^中的歼集， 

哭阇夂中的点 «?• ^ d < p . q * 
i £ 明 d 是 5 上的- •种度曾 
55 设 X 是一 t 霁空藥合.在 x . yji 定义4为 

J 5^=7* 

心，、 若…， 

s 明— t 度 t . 并鴯定在 X t 由诱导的拓扑. 

以 W 是在-个有限 U 的— 个度缳 il 明在 A •上由“诱导的砂逢《奶 

5.7 考虑按洌 5. 5定义的 P 

用积分的性质证明 P 是一种 变量 . T 

⑴请解糾于开 KU ) 上的逢料心 . r 
s .* 在幻 上. 由连续函数厂： k 办：一只的婁合定 3 ^，. ^7* ^ 

定这样 的社值 总存在蜋第 7 ft 我 f 瓣泛明 •• 2用二是 -卜， ^ 4 r 

”还明定理 s.mr n •空阔.当且咖任-糾 • ，•… 

1/•集合 I ；匚 X 是由 d 诱导 的这科 拓扑中的砰集 
S . U > U > 设《 X , </》是-个空间的一神度置 ^ fT, v， 


4： 


“弧寶 


l*c 




1 - 4 iz ^ y > 


【2) 什么在 x 中的两妓有-料 

j ia ■— f * 鑒 

苦 r «=，• 

% 又*»， 


在整教 iz 上. 由下式定义的 《» d 是 _ sig 


^ x * - V， * mm 


nl \ I 




，，定 i 


设 S 是以 u 与 1 为元累的序列集合 • 对于产 

du ，>> ^ tf * 

⑴解料什么对 于所 ㈣ y , 表达式心 . y (tumo 

^证明 Ax , >> 痊一种«黴. ” 因 此 ， utirft N ' Q, 

' 3 、 设 t ' 是由岍右愚终为 r •的字列所“ 的 s 孑： t ，山 a « :^南” 


_ r 
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轉密的 • 


5.13 


5. 14 


5. 15 


卜*岐 xxxii ㈣ 紗.此拓扑来 47 ㈣ 而來的拓仆的 m 

设 A • J 、 ^ P .. v y .R 是连线的. 

电 t •拷 a ! 证明貽离函教山\ ' 

设 m 冲 度敏空 In 的拓扑中，采用度 酬球⑽免 

⑴必 叫： 在由 *^导 而來 的乂 r r _ t 、 0 KR . m 球以 . ㈠ ■球叫的印包 


, n 叫：在由^导而來的^的 ffl 球凡 U . 。&开球 W 


的序列. 


52度置与信息 

资千 ㈣ 户息存储、处理和提供等各方面的应用.-连串的符号，_成你正 
純^基本_息单元.在任何场 & ,础希 绍对信 息单元之间的 
种可找到的合适的度歐可以承担此事.在本节，我们来考察两 
^特殊的 例子. 第-种信息单元，是被传送的二进制代码；而第二种信息奉兀 • 是在-个 
DNA 分子中为核苷酸链建模而采用的字母序列. 

纠错码 

随着通过电话线，互联网或从空间卫星到地球所传输的信 息量. 大得令人难以置仏•至 
关重要的是，要知道已知信息是否己经完整地 收到. 由于电子浪涌，宇宙猫射或其他各种因 
累的影响，我们预期在传输中会出现某些差错.当这种错误出现时，我们应该能够识别，井 
对有差错的信息加以纠正.这就把我们引向纠错码理论这一领域. 

设我们要发送某条 信总. 假定此信息以二进制代码的形式存放，也就是说我们的信息由” 
个0与1的有限序列所组成，这个序列称为一个字.我们还假定在传输中某些0变为〗，某些 
1变为 0. 由于不允许丢失或添加项目•所以这个字在到达时它的长仍然为 m 清注意，正 M 
我们通常认为的那样，在此我们称一个字由几个字母组成，构成一条特定的信息. 

每个长为”的字，可以 1 S 成是一个 长为” 的所有元素为0或1的向 tt . 我们把所有可能的 
集合记为 V •二‘ （ a M …， U ,) U .6 (0, 1}). 所以， V "是集合 {0, Wrz 个拷贝的积.我 I 1 ]要 
为这种集合设置一种度量. 

定义 S .7 字长为”的两个字之间的海明距离•: y ), 是在它们中所放里的不同字母 

的教量. 

例如. 巳知 

(0,0,1,1,0,0.0,1,0), 
y * ( O . i . oa . o . oa , 1 , 0 ), 

朗 发现. I 与: y 的第 2. 3 , 7个位置上的数字是不同的， Wjtt： ^)-3. 

海響 离是在 1 "匕的种 ㈣ （见 练习 H 由于 V ”足一个冇限集.海__穿 
啪来的拓扑离敗拓扑 .（ 见绛习 5 . 6 .> 

妓締糾狀，啦部抑.与祕语中—个__有 一 


定义 S .9 设 (1 是长为"的一个码.此码的两个代码字之间的致小海明 


! 龙离. 定义垮此码 


r 的饊小距离. 

例 5 . 6 考虑由 C =(( 0 , 0 , 1, 0 , 0 . 0 ), ( l f o , 0 . 1 , U (K u u Ur it ])f 
)0| h o , 0 , 0 )) 给出的长为 6 的码. 我们可以看出， 这生代 碍芊之 闲的最小矩离 古 3 

h 如果我们收到一条信息 ， 知道它至多有一个错误.这敦意嗥 #• 在它的項目之一 H 要改 
tU 那么我们就能说出所推測到的是哪个代码字.在 V ”中不存在这# 的字. 在 C 中两 t 不 
同代 码字不 带一个 嫠错.如果存在这样的字，那么根馕三角不等文，这两 ffV •码罕的钼互矩 
^不趙过2,但这就与任意两个代码字之间的最小距禹为3的事实相矛 1. 

： 这就 明确表 达出了 纠错码的基本理念.我们在每个代码字周围.安政一个以整数为半4 


的汗球.加果传输给我们一个字，在传输中出现^一 1个或不到「叫个 错误. 耶么我们所收到 
的这个字位于一个幵球之中，这个幵球的半径为「，中心在原来发迭的这个代码字的附近-但 
是它可能位于半径为 r ， 中心在其他代码字周围的开球之中 • 然而 ♦ 如装在不同代码字的附 
近.半径为 r 的幵球不重迭，那么收到的这个字必定在唯-的幵球之中.因而我们就知退. 
它正是所发送的耶个代码字.我们能纠正错误并确定真正 的字. 以下的定理使 t 述想法严格 

化.设[: r ] 表示小于或等于了的最大整数. 

定理 5.10 如果选取一个长度为”的代码 C ， 使得它的最小矩离是丄 M 每条长为以 


具有1^^_1或不到个错误的信息就能被約正. 

证明设 t 是被发送的原代码字.而/是所收到的字 • 由于/的错误不 超过 L 丁广 
_道0 〆 /， cx [^] 设存在第二个代码字’使得 Dw (/ ，”4 V 卜就可 


f 出 


L^J 




以一二紹过的唯 -的代 码字. 

这鱿 与最小距离是 a 相矛盾 • 因此. t 是与•/相距个 L 2 - • 

險来听发送的那个代 码字. 心 n 它应滅能够允许我们! 

_希屯—个代码应爲备以下_ 有用的 H 帝餅在欠的肤^ 

大的错误.⑽幢 ㈣ 们不希_选欠多賴 码卜由 







=的:，：: i ; 二" 嘯⑽ 

化. :續 刪活跃的研究 說度■、 _ 瞓 u 
的 m a ： 这路研梵中 “ 1 然起 Md _ f 1 明. 


DNA 序列 

的賴 t f R N \ i.i nuftm ) -样 ，__ n ㈣ 成 . bna 分子 由申的 
h 彻則 m . im 起_成的嶋分子， ■人 _知的_-, 


示的权螺皈找. DMA 中的故形成 I 忡斧觔： 

腺嘹呤 （/ U 、 胞嘧啶 （ H 乌噸吟 UJ fii _ 

腺着聢 < T ). 在我们对 RNA 的介«中曾说明 
过.一串找 ft 醃具疔成吋拧在一起使 此链垮 曲成 
形的鲭向.在条 DNA 6! 中的摘 f 酸也是成对 
的. fn 记与相对的那条链 t 祁近的栈仟酸成对 • ffl5 * 6 dna 分子的， t 、 意图 

t 腺噸呤与胸腺嚒啶成对，乌喋呤与狍嚒畹成对 •> 讲实上，这两条链是这样构成的，也就是 
便得-条 m t 的每 r 幟苷酸，与另一条链上邻近的核佇酸成对.于是一条链上核 t 酸的序列, 
确: i ： 了相对的那条链 L 的序列 • 而我们耐以用字母 A , C ， 【;， T 的-个序列，来表示一个 
ONA 分子的 椅郎或 全部. 而此字母序列.与由这两条链中之一所提供的核苷酸序列相对应. 



在与 DNA 研究有关的最歡要的问鼴之一,是如何对不同的 DNA 序列进行比对，-个 


r>N A 序叫句另 • 卜 r>N A 卬列究兗灯怎样的 差別. 在某种怠义下， 这足这 两仑序列之间演 t 


距离的种吸 W (而经过推广.是导致生物起撕的,它们相互之间演变距离的种度 t ). $ 
t 物忡分化成为内忡新物种 时. 就会在进化 WL 肜成 - t 分义，此物种的最切所确认的 
I ) N ;\ 序列. 开始积祺独特的变异.把这两个序列之间的差别用这些差别的一个函数米度 8 h 
It 为洞察每个物种进化史的本质提供了条件. 


作逬化的 Wtv 中 ， DNA 1宇列的趋别以不同的方式出现其中最普通的是孩苷酸锌换， 1 
6 个〖別八序列中相对于厚序列來说,一个宇母明显的替换如果这是在两个序列之间所 I 
观的刪.«15么_听离就（通过计料换的总数> 为确定它们之间的距离提洪 
八之中常峽 ㈣ —种改变.是核__誠删除，抓映_ 

^•,1^1- Ji 1 ri 此时，細改变序列之中所⑽ in 的字母 • fr ㈣ ， 

二二 ㊇ 非常 ■时， 砍导致它们之间心较大的海明_.为 r 
押 这1 _，_介绍另-种畑膽 U 咖的度堵 

‘“广 . /j > F 的两个序列.我们通过較必须对 I 作多少次込“能 

1 * 的字母替换任何字母.设，.疾示在此卬列中所涣 fil 




釅 


I 

镣狭丁 
糸加 A 
布加 G 
刪除 C 


种选样 •關， 以下射式来定义：心之_^ 变为' v 所痛邮 ㈣ 的呼 

〜 5 ." W ” ：賴文斯坦…、、….一：跑興、 

认 ( jr ， y 卜 ， n “、+ A +r 山 

見中象小值取遍把 J 变为. V 的所有4列 S . 

11 例 5.7 ift z-AG i n ' GAATa *. \fc, >- A ( K：TC A(',(；AATl 
. m 】>1 以遶过下列过枝 11 , f v _ v , 

, A(；TTCGAATCC 
, A ( iCTC ( iAATa ' 

. AGCTC AGAATCC 
: A ( ATCAC；GAATCC 
t AGC'TCAGGAATC 

遶过考察具有 3 神成 3 种以下的运算的所有可 飽性， 觐 淦拴出 使 an 典从, ,= M)T 
丁 CGAATCC 到 pAGCTCAGGAATt ：. 正如在上舊所#到的,霭要或 
这三种运蓴的最小數董为 4 .因此 * Dl ( x » y )-4. 

例 S .8 ift r = AGTTGAATAC , 而 _ y 二 AGOGTTGAAT.V ^ - fr f . •[: t '\ t . 

似乎有点 类似. 事实上，它们有一段 GTTUAATA 是共 同的. 不•，更 . j 与;/之 M 的 ， t 
斯坦距离为 3. 与此相对照，如果我们计算 .* 与: y 之 W 的海明运离 * .翼 一者 T 140的 ft 
t ), 佟到 7. 于是在本闽中，由工与 >，类 W 的结恂 可身， 与海明龙為匕.教 
較纡地反映 x 与: y 的近似性. 

桀文斯坦距离也吋用于拼写检裔、语蓊识别 和韌挤 检颺. J ⑺3:51硏 KgiL Sl 以此妒离 
来对 DNA 序列进行比对和分析的. 

52 节鲦习 

S . ii 证明 ：海明距离是迮\作上，字长为"的所有字的 氟含的 _隨《 ^ 

5 ,7 你能把海明距离推1.列 . I ft 的字的，轉 1 也鐵 寧的； 

法.以获得-种 ㈣ ， 峽在字 长^1 的 W 字之” 

的 m , 囑 ㈣ 离 m •孅 

5,18 在集合 V ，上，比较海明距离与裝文斯坦 跑离.収情兄 卜 

试证明你的论断. 个代《字的晚离 ，卜 

拢们说个字 k 为广的码纠正”卜锚误 • 如锓在「中 ㈣ 丨 " f 
+ 或等予 》. 

⑴在 v ， 中，$ f 码 l ' 的例 f . 它有 4 卜代科 7 •: :二二肀， 

(2> iii 叫： ft： r t . 对 f 纠 i >: 两 M 谈的 n 饕义期 1 的卿 o 

^ H «§ 由字他 a , (、•（;， t 所 m 成的兩限 W 義 .. r : mh “间 的情 . v 士*"* 
心以 M 忡序列，求出針序列，与-、.之_樂义 


5.19 


s 2(1 
5 ：l 


















(1) t ^ ACT . GTAT . IWATAG 

… d - iwu . 而、 n 、:，.::<、 
X - CCAC .1 XA ， l、' = U<jU 
⑷ pTGMXGnA , l 、‘ ：糾 ， L 


5.22 


⑴ a CCAt . TCA , ira .' — • 

⑷ ^TGACCGriA. '.g ^ _ 位拼写椅 ㈣ 为消 除饼写 错误， IUJM 、 的寒 

^ topcx . raphv . topology ^ — •: • 


5.3 度量空间的性质 

度费空间有许多有用的性质，以 T 定理=出的性质就是其中之一： 

(t ' - v) 

同的 i 二 ㈣ t 是’ r 、: 
是幵集， _ 断言 ， U 与 v & 分 衡集. 假设叩作0,而：在此交集之中.于 

< e ,2 且 v , W 、 V 2 •因 此. 由-:角不等式， 

</ U , yXdU , »>+< i (汊， 3 r )< e / 24 - e / 2 = e ; 

此即 JU ’. Wd 这就与相矛盾 • 于是叩卜0•所以 • 存&分别包^ 

与 v 的分离阡集卩与 V ,蕴涵 >：是豪斯多夫 空间. ■ 

* 定理 3. 〗2 蕴涵： 如果一个空间不是豪斯多夫 空间. 那么它就不能由一个度》诱导而来 * 
例如.作为具有有限补拓扑的实轴的拓扑空间 R 、 ，不是豪斯多夫空间，因而不能由 R h 的— 
种度置诱导而来.而数轴不是豪斯多夫空间，因而不能由 Z 上的 -- 种度最诱导而来•在 、 u 
节中，我们将进一步坩论一个拓扑空间由一种度量诱导而来（可度 ft 化） 的概念. 

如果 X 和 y 都是度 t 空间，函数/: R — R 连续性的定义可推广到函数尸： X — V . U . 下 


的定理确立了所形成的€ S 定义与拓扑学中的开集定义的等价性. 

定理 S .13 设（ X ， cM 与 < Y , 4,) 是度量空间.按开集的定义 • 函数 /*• X ^ Ylii 
续的 • 当且仅当对于每个 入’ 和任一 e >0* 存在一个5>0,使得当 . r ^ X 且 &(•:•• J><3 
时. 有山 </UU f ( j ))< U . 

证明见练习 5.24. § 

如下所述，在一个度1空间中.不仅可以 测培点 之间的距离，而且还可以测 i 集合之间 

的距离. 

定义 5 .M 设 （ X ， ci > 是一个度量空间对于集合/\,召(3\, A 与 B 之间的距赛< 

义为 


= H^ diu,b)\u e A , 6 e f3；. 


由于•值集 ,/(a » ^ b ^ B ) 的下界为 0, 对于每对集合八与朽，定义 m 

确界存在. 

例51与点的情况 不同. 如果两个集合的距离为 0 ,这两个檠合来必是相等康. 


中的 

例你. 






t.A 


0 来必轚.汲 A 与 B 有一个公共点.两在具有扶 4 奢晷* j .攀菜 

«-0. 

H 二掛 -i ■•已 知集合可以有不同的 St . 能料它 rm 导 的拓 ㈣ ima4& 
下的作这样的比较提洪卜种手段： 

.定理5.15设"与，是集合 X 上的度量.并设: r # 分它们请导的拓 on $ 
吋于每个1 6>: 和 £>0 ,存在一个衣>0,使得 B 4 u , d > 匚 对 . r 编于 r . 

,見曲 5 . 8 .〉 


图 5. 7 d ( A , B > = 0 的两种悄 fld 


085 . S 对于毎个》 6 \»*，，“存 &3 
使 • euu , i ) cajx , e ) 


证明设: r 细于： r . 那么在 r 中的开集是 t 中的开集.特钠地 • 每个 nv 和 t - ， 

B U . E ) 在; ^中，因而是 T 1 中的开集.由于队 《 了. d 在 7 ’ 中是开集.且包含 n 定理 
蕴涵 ♦ 存在一个 5 〉 0 ，使得 Bj •占〉 CB ^( x » c )* 这正是我们所要证明的. 

再设. m 每1 、 .ms ，.uVi 1 . 使心二我 i <] 篆证明 

rtT - r . 韻訂中 的一个幵集.以下我们 m 【【是•广中的砰集. 

由于 U 在是 r 中是汗集.定理 5.6 蕴涵，存在使 

-个 ㈣ ，使得心 U . e ) CC /. 于是 得出. 对于每 t ^ L ， W ， ^、 

理 3.6 蕴涵 U 在.广中是汗集，这 iE 是我们所要证 明的. jc ( S ( ^ K 全都 ㈣ 

用定理 m 我们很容易 就 ㈣ 证 = 出； 9 糾卜.中.找 

R t 的 m —礼扑.在以下的定理中，前两 m 

们要求读者证明，此拓扑由出租车度 t 诱导醜，而 Lfh 翥的特⑭状 . & 
正如我触 1.2 宵中 Q 指出的，奸财.的減曲匕的 
准度賴_讦球.出租车 ㈣ 的开方块及以值⑽的^方形 
标准拓扑. 

定理 S .16 料度量和出租车度责诱由出粗 ㈢ 鼸义_#_扑.^ 
证明我 们首先 证明， 由你准 度镛 1 扑 yci 丸々.以膜足此断“心， 
㈣ 和任- 6 >0.并设在等于 e 2. 我们断 H ⑽拓： 

815 么由定理 5. 15可得出 • 由“诱导的拓扑细于由 1 ! ^ 

接下来再来证明此噺宵.设任一 9 ea <( ^ 扒」 q 、 .,7 =- 








—^-一•同 样.哕 ，一屮 |<e 2 . 闪此 • "，叫夂、 

由于 《；(/>• q)<^S=€ 2 , 于是傅出广•所 以， BAP' f >， 这正是找们 研赛 

明的. 度 《 J 诱导的拓扑 • 设夕 eR 和任一 *>0. 

以 T 我11】证明由^$导_ * * f> , 即由定理 5.15 想要得到的结果. 

我_卜4我们断言， B ^J 1 ^ 

于是•设任 — ， 

同样 • I " ⑽因此 Tir 7 ^ P =^< v ^ T ^ 多 £ . •笔 

ZD 、、 AV * R (A MCB / P . C >* 这 iE 是我们所断 M 的. ■ 

所以， q ^ BAP ^ d ). fUm B , r { p - d^ou ^ 仙&麻忙儿 由 

当然.奸面上 并不是所有的度屋都诱导 平面上 的 ㈣ 、 f 拓扑由 

丨 1 若灼彡奶或丨灼一 9 』 I > 1 . 

心 （ PW ) = j |p ，一史丨 苦 p , =</,且|/>：一 92 |< 1 

所定义的函数冰. 4诱导平面上严格细于标准拓扑的一种拓扑的一种度量. （见练 习 5 . 3 及 5 .w 
接下来我们来 说明. 应如何戏剧化地改变一种度置，并让它所诱导的拓扑不改变. 

定义 5. 17设 t 7) 是一个度量空间. X 的一个子集名对于 J 来说是有界的，如氟 
存在一个尸>0,使得叶于所有的 r ，3^ X ， 都有 1 八1，： yX /< •如果 X 衣身叶于 J 朱说是有 
界的，那么就称 *7 是一种有界度置. 

注意.与在 X 的一个集含 h 的有界度 f 一样， A •的每个子集本身也是有界的. 

令人十分吃惊的纪 . 一>度量是否有界，并不意味苕它诱导的拓扑是否 W 界.以下的定 
理证明了.每种拓扑都 是由一 种有界度量诱导的一种度 t 诱导而来的. 

定理 5.18 设 （ X . 是一个 t 量空间.并由‘ 〆 （_ r ，. V > = min ， v 、， 1 t 义 
y)：X X^R 那么，/是一种请导与 d 同一拓扑的有界 / If . 

证明由于 /的值 f 、 能大 fK 立即就 Pi 得出 £ /’是有 界的. 但是，我 (门需 要检验 汄泛一 
种度量.显然.讨于: V 中的岍有 _ r ， 都有 / ( . r , y)> 0 . 我们还可看出 • 当 II 仅$*^以， 
• v > = 0 时. d\x, y)^ 0 . 前# 恰奸在 1 =3? 时 出现 此外 . d ， u 、 y) = j\ yf x ). 这是由于. 
对于 1 立同 = 的等式 ， ■， 我们除 r 三角不等式以外，证明已全部 完成. 

为了 iiF 明 ： Jf ! 不等式，我们考虑，，> :6.\的3种悄况.萏宄设 JU ., v)>l sK </(v， 
2)》 l . 于是得出 t / ( j ， y)-^tj'(y , r )^ l . (p 


dUs, 
和 t /(>» 


v )' 


：!S;^ m ^ u， ^ y)W{ ^ ^方面，设灿 j 

因此 • /满 ALE 角不 = d ( t ' y ) ^ d { y ^> d ( x . z )^ , 

山， e 卜 X ， 因而队 U , e ) Cfi 山 ••幻显然成立.无 论哪掛 


f tQ 




' 

二 好千任 


I R 


籌么我们用^ ⑴ Cfl / U •邐 !• 于是得出 7 鲡 〒 T . 

flp ^ # I ii ~ d %X B # i 

V 1 •代， 16 对⑽ 
a > CU ^ j >, c > 恒 n 1 ^ 13 ^ 灌子 * r 

ft 縳出. 由丄 j •诱导的拓朴 r 与: r 是相网 的. 

• h ， ……”仏 •. 

广广就再次得到托准 m 是， 現在我⑽塞元參是食曼至 

d 我们之所以 ㈣ RH 元彖 • 是_子财于％有 9t ^ y ^ R 
在定理 5. is 中.对于把 w 作为定义一个有界咳數的分么衫（系，“ 
把 M 一拓扑诱导为电績‘人我们能把 ㈣ 减为&万分之 -• 命 ㈣ 的 ㈣㈣ 拓朴 
擎《匕，如裝我们用以任意的为界替代以！为稃. 定埒. M 仍气酰 1 / nc 綷 ft ( r . 
由® i 诱导的拓扑.仅依棟亍与此度毈真正互相铱近在一起的充讫瑤什么. 

揉下来 • 我们定义度歎等价的《念.这个鼉念％指的是 • 两卜 k 
它们之间存在一个保持距离的双射.特別堆 • 我 m 有以下的 定义： 

定义 S .19 设 （入， iA > 与 d 山》 灕乏 t 董空间.•: 等颺 

的，如策叶于 X 中每一对点 I ， J 、 有 Jx ^ i * j '^ = J > ►. J ' .i k 如氣 n \ *V <) f 
h . 釋么称度量空 间人与 Y 毛等距的. 


按照这 t 定义 • 软完全洱以用一个满射*数，亵代替议 时函教 ，广 n ^ ^ ri \' i}y 
S 离，那么/是一个单射.（见练习 5 . 30 . 1 所以 • ，是满射&保锊距 _• ««涵》玷卜 a 
射.我们在定 c .~ r 强消这-參实， w 等舨必《«备玟’ 

正如同旺是拓扑空间之间的基本等价弋系—样 • 等距泛嗖罐间之! n ; 幻嗥 d 
- i " 已知度 it 空间的所有性质.为等距所拥有，除 r 募的特定名 

闽 t 不能区分的 • i4 r+Hik 

等距是比同胚吏强的等价的 形式. 特别地，等炉空同胚的’〜 


正如下 W 所指出的： ‘ R #1 t #4 

MU 具有出租车文 t 心的乎面， 

售导同-拓扑 • 为了番出这一 I 铁德我 115 卜 ffir 、 n . w 。). 

* 有山 .“/>). /((/>):‘/ 〆 />，『/)• 考虑以 F n d 一、： •二. ，，一 I . J v'，y 

n - 苦采甩出租车 tf « 如 IS 嶮示， ^ u ' i 泛汴省 t 備代 门之史 



(00' ( u »、 



• o .«> 



( CS .：) 
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1 与 (/()?)• / u >) 二 2 •然而 


5. 24 


5. 25 


,, M >、） 1 1 ，‘" n,}， ' 1 ' 7 . 以这钟标增 

仰》） =1 ， 7 ^一各直社 • 而八《>同 / M ) 与 ， ( y ) 等距离时才会出现 § ， 

这汉 WK 同 /(/?) 与卽等距离.因此―^ 

"就与十._相子番，因而这样的等 W 仔 

S s m 是- 个 度枝间 ■ 且设 aw .、, 中的，在由以诱导的拓扑 中是闭 的分离 集证％ 

^^^使设^^^与^^都是 ㈣ 空间- 按汗樂的定义^吻. 
出且 ㈣ 对于每 t - eYftU >(>, 存在-个在 >0 .使得当入且心之）<衣时. 有^版 
/(/))<«. ^： 考 虎殊习 以及定的证明 •> 

设 LV , •/> 是 - t * M 空间 • RACX 

il ) 举例说明汄 />:• -A =0未必籩涵；^九 
m 证明： 如果4蜃闭集，且 Aiph 则 九 

5.26 用定理 证明： 出租车度 II 和最大值度髢诱导 R ••上的同一 拓扑. 

5. 27考虑由 

1 1 若 />】关 9 i 或 | /»« 一 9:丨 > 1 • 

I | - <?1 I 若夂念屮且丨/>2 一 V > | < 1 

定义的 R 上的度 董心. 

(1) 用定理 5.15 证明： 由4诱导的拓扑细于标准拓扑. 

(2) 证明 你准 拓扑不细于由 A 诱导的拓扑. 

设 （ A _. « f > 1—个度量空间.函数 

D< -^ - TT & • 

是入上的有界度 tt . 《见 练习 5. KO 证明： 由 D 与 d 诱导的拓扑是相同的. 

5- 29在连续函数的集合 C [ fl ， A」t •考虑由 

^(/►«) -= max /eu ^{ |/(x)-^( x ) I \ 

与 〆 /• 〆 > -j ‘ /&> -« Q )| dr 所定义的~ 与卜 这些度屋在练习 5. 8与例 5. 5中已分別作过介绍 

•】》用定理：15证明 ； ^ C [ u , 6] J ： PM 诱导的拓扑，细于由户诱导的拓扑. 

，…存在 /€(：[!!• 6], 使得伽 3 ^ ‘以】< \ f ( x )~ g ( x ) | } a 

拿 

I |/<- r ； I dj =- t2 . 


5.28 


dv ( p ，(]、 


<2) 证明： 对于每个 


‘3, 没 Z 6 C [ a , b , ftj 

^ Z(x>=0 (所有托 U ,6]) 

= 证明■⑽使得糾 ㈣ W 


S .3 U 


1繳示》 巻考 （2). 

:二 n:r:==: 


e). 


/： X 


y 使得对 - r 所有的 


r't 






5." 


-一 i r rf 

… r , .1 " •丨''… « l : 么 / ，1、_射， 

(V， " V， 都雌 量空间 •加、 时们之 网的桃 证明鴣 ㈣ 之 


5.32 


征明《由 

^^. < />- max || p ,- (/l |. /；1 ^ 

所定义的 R I :的 MX 值度 ill ， 与 R 上的 标准度 t 不等距 • 


5.4 可度量化 

许多拓扑空间并不是由—种度量诱诗而来的.例如，定理5.12逭涵，—个非豪斯多夫空 
间不能由一种 度屋 1 秀导 而来. 但是当—种拓扑由一种度蠢诱导而来时，我们就会拥有町 能很 
有用的附加的直观结构. 

于是，给定了一个拓扑空间 • 我们就会对它是否能由 一种度璧诱导 而 来 这样的问题银到 
兴趣 r * 

定义 5.20 设 X 是一个拓扑空间.我们称 X 是可度 置化的 ，如栗在入•上年在诱导 X 上 
拓扑的一种度量. 

例 5.12 在例3,4中，我们引进了圆同 S 1 上的忭准 拓扑. 它是传承自平面見 it 准拓 
扑的子空间拓扑 . S 1 上的这种拓扑可度量化吗？回答是肯定的. 首先. 汪踅到，通过用平面 
上的 S 1 栽割开球，就得到 S 1 上的这个子空间拓扑的一组基.所的篥会是沿蓍此圓罔 n 


开区间. 

遜过设定心， 9) 为使得/»“重合 • 此圆阁所需要 旋转的 最小非灸龟 ‘ m ”， 亨 
虑由它定义的 S 1 Ji 的度量（见练习 5.”. 采用这 枰度 量所得 ？ : _是此圆周上二= 

同.于是，对于由 d 诱导的 S 1 上的拓扑，开球 的基， 与 HI 才 M 过的 Si 上 的卜 ㈣ 〜 
是相同的.因此得出， S 】 上的标准拓扑是可度量 

在以前的例子中，我们曾_过，度較间 R 的子^本^, 扑; 

常是成立的.如果； C 是一个度量空间，而 y 是 A 的一扑广锲. 

1 化的.（见练习 5. 34.) nf cJ ! S 33 l 寧实上，如 H 有 

给定-个集合 X , A t 的离散拓扑是可度⑽的： H … 

兩集， 那么 X 上的每种度量诱导离散拓扑 • （见练习 5 . 6 .) 

于是，在-个有限 集上. 肖散拓扑是唯一可度置化的祕 

以下的定理指出，可度童化是一种拓扑性质.^ v 部么 >，是吁 ft 化的. 

定理 m 如果 A , 是一个可度量化的空间•而以入同 * 

证明见练习 5.35. — 省1对此_ 软产生 丨 

许多拓 扑空间是可度的，这己得颜•实•丄喊: ㈣ 収神 
以朱明确找到- 种度鼠 的拓扑 空间. 以、软, 丨二序 定的.“的咖 " 二 
是否存在-些条件确保它是可度 S 化的 n "“《 (的攀 ） 得以满足.我 fl1 
W 如_简单的祕 （空 间是咖”的 . a _ 









— ——-一—我们讨论这一 t 结论.正_性的拓扑件®•强 

空间隻可度置化的.客 d 如 ㈣ ： p 、，_ 不间的成. 

斯多夫性.请间忆， _ hc 汴州= 巧 

分离的 ㈣ .針各 0 包含成们你 X 是正则的•如策 

定义 S .22 设 X 是一 叫代 -- 

⑴在.\•中的单点集是用的： . 

^对于任―入中的任::包^ 

•» 的闭集 S , 存在分离的开集 t? 与 V ，使燁 。 

I ，且 BCIV . llffl 5.10.) a <ailAb 

^ 5.13 

在 ”• I 点篥是 闭的- 迭取-卜点 - reK 
个苹…的闭 tic . r 的补篥是⑴的-个 
^ M .右窆 铲含一 杈包含 T 的开区闻 （4J ， 

所州选取 ", 使得“… 〈从 于是 ㈣ 一， • 
上=:的一卜开敦，两 V 二“， W 是色含 . r 的-个开集.而正如所希望的， 



is 5. \ o 在一个正则空间中分离的 
一 t 点和衿闭集 


分葛的 • 

把 iT 则性定义中的条件 （1) 与⑵相结含就可直接证明 • 如果一个拓扑空坤】 是正則 的. 
那么它是豪斯多夫的 . 然而，并 f 要求单点集是闭的 ♦ 情况未必如此：特賴，口了能存在_ 
又满足定义 S .22 中条件 t 2 K 却不是豪斯多夫空间的拓扑空间.（见练习 5.42. > 

P 、 要拥有正则性就拥有豪斯多夫性，反之则 不然. 在以下的例子中.我们引人一个拓扑 
空间. 它是豪斯多夫空间但不是正则空间.因此正则性是一种较强的性质 • 

例 5.14 在 R 上，考戋由阡育开区 M Cu . b ) 及所肓子蕖（<， HQ 所组成的篥 t , 
2是 R 上一卜拓扑的一组基，面所形成的拓扑空间是豪斯多夫空间，但却不是正則空间 . 1 
筹习 5.37. > 

典有 正则性 M 具有金斯多夫性的 性质. 称为分离公理.存在另一个偯得提到的分离公^ 
尽管它对乌雷松度量化定理不起什么怍用. 

定义 S .23 设 X 是一个度 f 空间.我们称\是正规的，如果 
在： V 中的单点集是闭的, 


<2»对于 X 中的任一吋分离闭集 .4 与 fi , 存在分离的开集 L ； 与 V ，比得 A 匚月直 i} CV 
<见8 5.11.) 


在 fr 准拓扑中. R 不仅是正则的 ♦ 而£还是 
正規的.争实上 • 每个度 每空间 都是正规的. 

<见练 > J 123. > 此外，此定义的一个显而易见 
的结论是.每个正规的空间都是止则的. 

H 雷松 It 量化定理中的第二个假定是，拓扑 
空间旮一组4数的 1. 消 回忆， 一个 集运町 数的， 
扣采 E 既是有限的又可以与正整数 -一一 对应 ’ 



K 租可敏 tg . 


㈣ 5 二问 的-刚 ㈣ •由于它“ “ “:: :;; ： f 6 认 

广\| a 11 了寘接证明 • 广是 11 上怀准拓扑的一银基. 

#綽•『上的 ㈣ 拓扑，存在由所有異有有之区畎⑽槊 族的一 •可 u 
^松⑽8脚轻他那个时代議綱学家之' 1 ：^ 

他游泳时薄\法闲 海 ㈣ 浪 起伏的海中靴正•适 在⑽年 • 他 t £ 明了由他冠名的以^ 

一定理 s . 2 4( 乌當松度體化定理1如果 — 拓扑空间 X 是正 M 的，且有-组可教的 u 
么 X 4 彳度量化的 • 

* "在此.我们不对乌雷 松度置 化定理怍证明 • 这是由于它的证明需要我_ 采關的工興. 
乌雷松度»化定押的一个证明可 WfE [ Mun ] 中找到•柃 而. 证明背后的想法是显而§见的. 
料用 X 是正则的艮有一组坷数基的假定莸可以 证明. x 能嵌人 — 个度量空间之中.因此 . \ 
与一 f 度班空间的子空间同胚.由于一个度置空间的子空间是珂度 t 化的，义由于可 》1 性 
是一种拓扑 性质. 于是得出： X 是 pI 度眚化的. 

" 例 5 .丨 6 Z 上的等差数列拓扑由所有形如 

A -( j = *u - 2b，a — /)， u，d + &,ci + 

的等鳌教列所组成的基来定义，其中 ， d , ^0. I L ? f 习 U U . •丨这 钜基是 f ft 甙 •由 
f 它 H t 、' 侦集 • ZXZ 卜子策来加的一 fH 此外， Z 上的 此尊差败⑽扑 

4正 财的. （见练习 5.3 SU 

由干这是具有可教基的一个正則拓扑空间 * 它是可晚量化的 
扑的一种度量.事实上，我们可以找到它，由下式终出的 2 上的竟董 

,0 普”，， 

< iU 、 V > = j _:_ ，丄 I — 51^1 苦 JT 本.、‘ 


S 此.必定 存在诱 导虼怀 


々 It 


v ! 


就是诱导 Z 上的等差数列拓扑 •（ 见蝽习 1 11 与山^反过来是 S 进立呢.， 
乌雷松度遣化定理指出.每个具有可数医的拓扑 2 间这 1 ^。 1 思- ㈣ 回 
换句话说， - f 可度窜_空间必定有一组可败掛 & 正蝴的 . W 而 
答是肯定的.正如以 t 所指出的.-个 度爱 ㈣ 巧，一 ㈣ 问答却是柯的.叶 
一个度蟹空间是正_的.然而以下的例子 说明. 上述 u 〜 

变 t 空间来必有— 组可数的基. M 35 . 33 .、 由于此杨 扑躉离 歌的. 

^5. 17具有离骹拓扑的变袖 R 是可度 / KO ir 教札 
3 此每 t 单点集是一 t 开褒，这样的椠合不可教;彖的一 

再为一 m 扑给定一绝荖，此拓扑中的择卜2=.因此 • , 

先 离徵拓 扑的每 绍基. 必定包含作为基“ ㈣ 1 “扑的卜可变 1 ’ 1 

=包含此不可教的单点集狭 H 尽管具有此离^朴 
L 却设有-铕 可教的基. 

























5 4 节蠔习 

5.33 Jtt V @ 
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5.34 


5.35 


5.36 

5.37 


5. 38 
5. 39 
5.4U 


H 导刑來. 

( If ) 请间 ， x 
设 （X •山铯 

V -R 

0 ) 证明 *A ft v Jt 的种度纊 
(2) iiE 叫由丫 t ： 的山 
iQ ( \. Id NtlT 空间假反 u 


= _一一 ，_ — 

是 ㈣ 拓扑的了‘空_扑. 


I * 同胚 .&由 d . u ， y )- t /( r ' U ). r x ( y )) 

U ":: y ^ v - R 《从本 II 的⑴.⑶得到定理以 1 .》 

ID 证明 ，蹑 y 上的一押度* • 

(2) 证明 Y k 的此拓仆由 d •供导而来 • 

U ) ilflfl < X . d ) H ( V . 之间的一个碎距. 

证明再有 T •限拓扑的垃个正则的拓扑窄阆. 

d u 上，考®由所有开区间⑷&及所有 r -集 山门 Q 所组成的染族迅’ 

⑴值明 (» 是 R 上-个拓扑的-组萋 • 

{ 2 ) 证明 R 是此 拓扑中的豪斯多矢空间. 

H ) 证明 R 在此拓仆中 f 是正则空间. 

u 明，如聚 X . VttiEW 的. flP 么， ftm 空间 A T 也足正则的.由此可得到化 1 是正则的结论. 

证明 z J 的等筹教列拓仆是 if 则的. 

证明 Z 上的 等夔教 列拓扑 ft 由度緻 

J o 若之 = y. 

. | I 1"! 


一 >1 


^ y 


S.4I 


5.42 


诱导而来. 

uT 明： 正则性与 正规性 足拓扑性质.即证明.如果 Y. VJ| 疋则的.而 V* 与X同胚.那么 >，也逆王蝌 
的 ifliF 規性也间抒如此 >. 

㈣ .点空间 r - 、 . 满足 ㈣ 性定义中的第.个紐 . 证明•刊 

I w 中 ft - 不含“ 存在分离的賤 .L； 与 V , M ( je L / flHCV . 咖 

Lti 1 滑卜’ ㈣ :不是 闭的， 它既个 iF . wm 司也不足柰斯多夫空间.这轼说 
tih 刪卜顿奸 斯多咖】•按照《紐空间■义.純么㈣ 


饴6 ’ r ( 


迮通性 


为 r 获柑朽关拓扑空间连通性的严格槪怎，我们釕叱条 a 然的途柃.糸逄柃呵以在 述 
>个拓扑空间是连通的，如乘它不能分解为彼此分两的 两郎分 •另•条途径岈以在述为， 
&个拓扑空间是连通的，如果在此空间中坷以通过连维的通路,从任何 点达列男-点 .各本 
我们将定义这网种类唢的迕通性.第-种艾切的空间称为连也的， ifn 米忡 m 的 y 
=&七逍路选通的.我们证明这两种类唢的空间不、相同•似逍路 d 通性•也碘 il ： 4 n . 

连通 性的槪 念肴起来似乎简单，但对拓扑学及其应用印有深到的息义.我们证明.洗也 
致介饱定理的又锁概念 . 此外’我们还将论述在通汁如何化明于地押^!.早 o * c . 叶阶 
逆说和机器&运动学设计.进而比连通性来所助对拓扑空间加以^分.在，」打中. 枚们& 
先定义连通性并考察它的莱些 方面. 在 6 . 2 节,我们证明欧氏空间是连 通的. 

关的性质来区分某些对拓扑空间.在 6. 3节中，我们怔明介值定理._細繼 和 M ." 
面几个有趣的 结论. 在 6. 4节中，我们证明道路连通性龜觸连通性 • 我们还引入彳;:间.卯拓 
朴学家的漩涡，它是连通的，但却不是道路连通的 • 从而确认连 
ft 后.住 6.5 节中，我们探索这些槪念在运动机雅&的运动学设计匕的用. 


61建立连通性的第一种途径 

本祭引言中已描述了有关连通性的第 -* 条 ft 觉途校，我们首羝给出-个定义. 

定义 6.1 设 X 是一个拓扑空间. - 

⑴我们 W 是连通的，如果不存在其耦 X 的一对分离的“开果. 

(2) 我们称入足不连通的.如采的分隈 
⑶如是不连通的，那么*美并为 x 的一对分爲的 ：. v 艚 

例 6.1 f 虑在图 （ i . 1中的3 点象X二…’， 

違遣的 • 由于不存在其并等于 X 的-料离非 

的. 一对幵 = M AV = U } .-(+氣合 （- I .⑴ W . l> 

例 f ». 2 |< \ I , … 1 1 

是 X 的一个分 味. (见围 6 .2, > 




° ^ c 


Si 6. 


X ^ la , 6, it 1 的两 t * 術矿卜 1 
个连蟎 M 於 不违通 


围 <?.2 




f > H 4« 













\12 


--- ~ — — _ 〜 _ _ 來抒奢 

成，而且 有典散 拓扑，那么訧是不埃遏的 
由 ^与 入' 4 , "•的-卜 分隔. 1 

是—个连通的拓扑空间. X 的分明不存在 ，由 于太 


例 6. 3釦 f 讓合 X 
.4 是\的_卜空 * 子康 .x v 
例 6.4 JU 乎凡拓扑的 . e A . 

有开的非空奠子廉. 是一 ”连通的拓扑空氺 

-• 5 二 ㈣ - 

_ _ 

- P 


由于一对集合 LT ={_ 


ntj. 


哫 \^- P > 


(/> 〆 ） 


图 6. 3 /?—</>) ft 不连通的 


下列结 I 酬 H 有枝祕的—种可 供选獅 表述方 

^ ul 也 ft O 4 ； Y % 有 


定理 6.2 — >拓扑空间 X 是连通的 
证明见练习 6. 2. 


当且仅当 A •没有既开 t 闭的非空真子集. 


证明 兇珎 * yu •厶 . „ „ • 

在 tt —拓扑空间 A 中，集含 X 和0是既开又闭的.于是 ， 足理 6 . 2表明. X 是连通的， 
当且仅当在 A •中 H 有既开又闭的集合. 

例& 6在具有下限拓扑的 R 中，区间 [ fl •幻 是既开又闭的 • 因此，定理 6.2 邈庙 .R 
在这神拓扑中是下连通的. 

我们对连通性的定义适用于拓扑空间.但我们可以用一种自然的方式把它推广到一个拓 
扑空间的子集合. 

定义 6.3 包含于一个拓扑空间 X 的集合>\，称为在 X 中是连通的.如果 A 在此子空问 
拓扑中是连通的.如策 A 在. X 中是不连通的，我们称它在 X 中不连通. 

例 6. 7 由 A =( —1， 0> U (0, 1>所给出的 R 的子空间是不连通的.篥合（一1，0> 与 
(0. 1>构成 A 的一个分隔.因此 A 与； C 不 连通. 

T 列定理形成一个拓扑空间中的不连通集合的—种可供选择的 特征. 

定理 6 . 4 集合 A 与又不连通.当且仅当在 X 中存在开集 I ；， V ，使得 Acri/URUn 
為声0， vda ^ 0 , i ； nvnA =0. 

m 明一设是不连通的.那么存 在怍为 钟既分离又是幵集的非空集合 Z 3 , Q •使 
: Q 是开集.因此存在作为 X 中开_ 17, V ，使得 

- ^ nA ^0 ai / nvnA =0. 

果我 们设 P = L/n A H ’ O 为 m A(ZU[jV ' Lr HA ^0, vn #0 且 UflVHA 二 d 
个分稱.輸^的就_在此子空间拓扑中，这—对集合尸， 

域们_ 了分_另-种概念如下： 

VAA 邱且叩叩‘,， v 中一个子空间.若以与 V 是使得 ACZI / UV ， ^ 
分 》»• 中的开集，那么，就称此对集合 Lr 与 V 是在 X 中‘ 4 的 

籯驀注记为使 U 与 V 是在 X 中為 M 

中八的 一个分隔，我们并不需要 anv 是空集•仪 


i 




相分禹 • 

⑼ g 设如由 6.5 所示的 A 是早面上由两条曲^〜与 y=f) M ◎子 • 

7 A 不 连逋. ㈣ 可 ^ 通过设 【 M V 分别是在在此围中以事今 表 # w '. 

二的点集，来… ':"，中八的一1，.于“线早面中 是不遂 通靶 

在此早面中的另-个分隔由 U 与 V 给出，前者是曲戌; y ; f 以下的点 •. 考輳， 
点集.请注•《，以 W 是不分离的，但它们贿料 A 在此早面中 A 的 _ t n 由予 
“的交集是与 A 相分 离的. 




图 6 , 5 集含 A 是不 透蠲的 


显然. 连通性是一种拓扑 性质， 这是由于它仅根据幵集来定义.可以 fi 接 证明 ， (Ul t \ 
与 y 同胚，那么 X 是连通的，当且仅当 Y 是连通的.然而，正如下定理所指出的 • 我们为 
f 拥有连通性，并不需要同胚的全部含义： 

定理 6.6 如果 X 是连通的.且/: X — V 是连续的，那么 • / ( X )在）肀是逢通的. 
证明设 /( x ) 在 y 中不连通.那么就存在构成 Y 中/^ — 个分隔的开策[与 V 由 t 
/ 是连续的，因而厂 UC 7) 与厂， ( V ) 在 X 中是开集. r l ( U ) 与广 1 tV ) H f ( X ) 有作 Y 的交 
于是， 尸 •【[/)与 / W ) 是非空集.此外 • /( X ) Cl ； UV * 组涵 . YC / ’ aDU / ( v >， 《 
后由于 unvn /( x )= 0 ， 就可得出广0/>与厂 i ( v ) 是分离的.因此，这的含 m : 
r ( vo 是 x 的一个分隔，这就与 x 是连通的假定相矛盾.所以， /( x ) 在 v 中纪 ■ 

以下的引理对我们在本聿中的许多证明都是很有用的： • A ,, ,.地 

引理 6. 7设 C 与0是拓扑空间 X 的 子集. 假定 f 是连通的且 （ LD . 止 〃 1 

成; C 中 D 的一个分隔 • 那么•要么 CCLf •要么 CCV . :I 

证明设既不成 、 y ea /. HL 不成 , u ’ ' ■ 

与 v 构成的一个分隔，这与 c 、 是连通的假定相矛盾: 邮么賴_ 

以下的定理表明，如果 C 、 在 X 中是连 通的. 而 M •我们还给 L ’ 

集合在 X 中也是连通的， ^ •中4連4的. 

定理 6.8 设（、在 X 中是连通的•并设 )• '•> 叫嗜;|州|心. 公 

证明设 A 住 X 中不连通.并抓与 ㈣ ^中讀❹个^/ 

要么 （ tv . 不失-铺， mmm^coiL 
二构成入，中4的…个分隔，于是得到 AHV 扣 . m 
料刊 1(0. ㈣ 中的-个 与 （，分离的. 因此， 

敌产 ±了枣质, 闪此， A 在 A ： 中是连通的. 


0. ( Mtt . 山 ）*< 
j ,次/\ II ' 1 M ' 

能作 <• 的⑷乜 之屮， 















一 w 卜空间 的连通广讓麟:^&通的. 土 _代洲_出的，々_」 
㈣ 昼迁 通的集合 ， 巧中 冲公減 • ，扣么義_納代補韻_, 
扑_ 中连通子榘族中的 一些樂" •一" 使埒 f | C , 关 0 的一个連… 

« iv ji 一个拓朴《 


，’仆的 

•H 


h . 9 it V 


族那么 ， |JCA X 中是连 通的. ,, 

.证明&〔•_在 X 中是不连祕〒是，存在_中 W 一个侧 的集合 ㈣ . 

设 x 在 Ur 7耶么 • 要么：叫要么工 eV ， 但二者不能贼立 .• 不失—般性. _1 

r . cv . 由于挪 E - r ^ v . 于是可得.对于任 -《61 c . ca 于植， U /, cu , ^ 
u 与 v 构成 x 中#•的-个分隔的假定相矛盾.所以 • #•在 x 中是连通的. 

尽管定理 u 是有关连通空间的并的结论 • 但我们还可以用它宋证 B 月冰 5,155 




是连通的.这在以下的定理中付诸实施. 

定理 6.10 设& •…，兄 是连通空间.那么，乘积 X , X ." XX ” 是连 通的. 

证明 我们证明有关两 个空间 乘积的绾论,于是， 一 般的结论就可以由归 纳法得 到证肌 
设入， v 是连通的拓扑 空间. 我们 来证明 xxy 是连通的.待先， 汗蒽 到，对 f 任一 jex ， 
x .<> •的 子空间与 y 同旺，因此是连通的，間样 • 对于 任一： y 6 X ， xxy 的子空问 
入， ：. W 珐连通的.于是由定理 6.9, 对于任一 lex 及）， 6 X , 集合 ^ x \ XY )\ J ( X ^{ y )) 
在 A ’ XV 中是连通的. 《见围 6.6.) 




fflU ^ l )< Y )\ j ( XX [ y )) 

在 Xxy 中是违通的 

再阗定 a 6： X ,并让 v 改变.任一集合 
是，由定 m 6.9 可得出, 














__ ■ 


• ' 

阁 f ;. 7 1 V 収泡 y 时 • 乘枳 X M f 空间 

(< x ,} xy ) UtXx {>»> 的并 

( < z 0 } xy ) ij ( Xx {^}) 包貪集合 U n M Y - 


UMx 0 }/ V ) U(X<< ^ }) 

伽的此 外. - (< Xl , X 1，) U < Xx . 1>t) ㈣ XAttM 

帽 h ) l . w ,,ltv 指成由它的 * 大 it 通子 ㈣ 祖成的_个集族.我们将此1 


A 


u9 


H 


Itt 


•修 1 卜仲 1 . UJMJr.'m - tx：f . f , 的 , Mf 

:,我|_••卜 .” ：糧系 .隊 _ 4 X ..、 …瞻 •，'.•、• 

二 y _ 厂… ㈣ ”: U ? h， ：" ^ ，V 邪么_ Vv " 的.个“ ，• 

:，之中 • ifti V 1 J * ^ x ii ’ m'dH 圯 （之屮 .（ •】（ v . 山 |/ L . 押 u , njr、M 州 
〔卜, .. ：作 (. U (.之 l l •’ J 足…卿 I ’〜‘《• f t <»"[ j . . v .々 A . ( r 羲， ‘ v “ 
的 ‘ 4 N 此，〜 1 坫种等价关系. 

/£ 义 <,.II 1( \ 义-个打， _ 、1 七，.： 

与 y 在. X 的一个连通子集之中 • X 的分文乏此等价夹系的等价美. 

凼 f - 个拓扑空阆的分友，珐在-个等价又系卜'的等价炎,它们沟成 x 的1 f ，m w 
f 一个定玴的肋网邰讣，此分夂逆 X 的极欠连通 n 
定理仏12设 X 足一个拓扑空 
(1) X 的任一 分炙在 X 中是连通的. 

<2)若 A 在 X 中足连通的，那么 a 的分 支的一 个子集 
(3) X 的任一分支在 X 中是 X 的一个闭子染. 

我们在此证叫 (1). (2) 4 (3) 的证明 EW 习 6.9. 


⑴的证明设入，足个拓扑窄间 • Ifil r ft x M 个分 t . 找们來 《 f 明 f 取 

.个点 pec . 对于仟 _ rer , 成化 j 〜 rp , 这挞由 fUfr 确定此分支的、价（豕 ‘ i 的 
-个等价类.因此，由〜 r 釉定义，存在.个包含与 p 的逢通味 
我们断 C , C 1 C . 为 HiE 明此论断_ 设， vW .. * IP 1 v l j I * Itt ； i 1. il«t ^ M '. <1 

: mi 此， y ifp 厲于间 * 等价类 * vm (• •: 巾. fMncx.i 

再由 并_.我 mlk . - r . Witt . (， M 此 _1 Wimim 

沙 r 鳙 

包含 点户. 由定炖 6.9" nifr 垃连通 的. ，“•，成丛 a 


例 U “: U “!賴仆的 K . 

这件拓 11 巾，的 ； ’. 、即 , mi 

I ? u . K 

咖言，此分支是 II 的单点子窠.力 u 明这 - 乂 • 

冬干一个点所组成 • 那么它楚不逄逋的.十龙 ，^ \ 扑的《中 4 

便得—对集舍卜的 • w 及卜 =二^ 钃的子 Md 出身缚 
\ ' ' fr ；. i V (S 此 K •仆 中 . R 的吻 ： 

_ 是分支 • •. -、.的分“•、•的， 

定义 f ». U : : , 1 \ ‘ ''充 全不逢通. •..II . "*1. 

_ M 0 •级科 F ■限拓扑的 R JI 兌金+泠_. # n 
㈣ 卜巾的南押数的集介认 （ 败练4 ( K 厶 J 

以卜的；观細.把分炎映 ㈣ 1 分 l .，个 • iV¥i f 

^«6 .U il , t S .y A — 个 ㈣ .如敢 M 
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6. I 
6.2 

6.3 

6.4 

A . 5 

6.6 


分支. B Y 的一个分支.于赵由定理 12. C (V V l . 

证明设， ： V ，=— 通的.帥利用定理 = 
违脈因_ 6 . 6 == 本 定理的 证_以 完成. ） 

的分 w 的- 断 是一 1连_ 数. （⑴在 x 屮是边通的 ，此 

外. 〆 、〔娜 rcr •肌支明的义是连赦 / ⑺）的-个子樂 
m c - r <^ w 此 / a ，) w 这 U 我们所要证 明的. • 

5. 1节练习 

证明.具#嫌补糾的 L 个连⑽拓扑空间. 

证明定 HU -卜布扑赛\■是连通的.当且仅当 X 没有既开又闭的”真了樂. 
uf 明： - HB 扑空间入时通的，当旦仅当 X 的非空真 F 集有-个非空边界 • 

⑴ 证明： 对于所有整教 ㉔ ，集含卜 w . -”+1，•••，『】. W 在此数字轴上是连通的. 

(2> 用（1】 证明： «字轴是连通的 • 

借助由 (-<*. «)|-< rRI 岍生成的拓扑.证明 K 珐连通的. 

设入是 - r 集合，并设/>€ -、•址明： A ， 的任一子麋在 X 上的特殊点拓扑尸尸 Xp 和 . Y 上的例外点拓扑 
tT . W 中是连 通的. I 见练习 1.7 与1.8.> 

(1) 证明： 如果一 r •拓扑空间久有离敗拓扑 • 耶么 X 是完全不连通的. 

(2- 设 Q 是具有紅椹拓扑的有理敢裝合.证明 Q 是完全不迁通的. （本 题及例 6. 10论证了， U ) 中结 
论的逆命题不成立.在这两种情况，空间完全不连通，但没有离散拓扑.> 

设\ S — 个拓扑5间.而：人丨,—*-是对于任 j ^ L 使得 A , 门八〜关0成立的， X 的一个连通子蜋 
族•证 明： fcX 中. ( J 岑是连通的. 

证明定理 6 _丨 2 的第口（3| 部分： 设 A ， 是一个拓扑空间. 

<n 若 A •中 M 连通的 • 那么 A 是 A •的分支的一个 子樂 . 

(2> 在 X 中， X 的任一分支是 X 的一个闭子集 
⑶举一 1、例子说明. X 的分支未必是 x 的开子集 
6 1(， 的—个分隔时.条件 unvrM =0 是适当的，而如果要求 

" 二 11 的—个拓朴和 f 不连通尹集3的例使历每—对集合1/与 V’， W 
中两足 unvn <,\- Ai 邱的的—个分 w 

二:彳':扑和”)⑽集 ' _- •对集合「与^培 r 屮满足 t ， nvThR -.\ … 
补充 缠习： 重访地理信息系统（卿 

之叫用中.：对的二绍过的交倌 5 其在地理信息系统中的； m 回忆起来. 
性的觀細.现在我可以用 更精痛 的它的内心是两个分崗非空开集的并.由 f 我们有^ 
T 5 屮所介结的可⑼ 化的 ㈣ 义这年 歎要的 策合厂.此外，我们在此处理的，是比‘丄 1 

咖 .H 给史一个拓物 K M 

1 场区 dx 的有违遑内部的一个非空， 正 的真 ff 


6.8 


6.9 


il ，li - 


, t ，:H ‘"h tomx 的一 ⑷ ••_ • 

“的.出 m 通 ， fii 的 州位 4 • 出， 

竹中祕出的 ㈣ 的定义.由 f 空賊 •抓他 

.1 ⑽:二. u!m r ^^ J 1，，，， 0, ，>f ，h> Ut，(t «-* <>• :;广、 


:,,_財柳樣山 H ㈣ ii 義 < 见椎论 MR ,. _此_认⑽:===•,、 
f 而化的空哪域來 1 兑，& <1. 1. !, 0). (0. |, t , il ,. f| f ,, „ u 

, rt n n ^. M . fI . n . nI in i y *, ^ . ' * *' * »* 


/对 珂 ▼- 

,• o , o ), ( 0 ， 0, 0, o ’* …°， 0 ， n> . t0 ， U t 、 w “• *• 

f ft -个 il : 通的拓扑空间 • 并 W 定 M Y 中 ftm 軌蠘 up 么•作 A , M 

_ i a n I I m .ir. :.t db a n i> m 灰 i 


SK 6 .U 


«» —■ . vr a t. s 'in 

等 f iu . i . ".”） m :: M AfiBA mniufl 的 m , w ⑽,，龙馕 _ 

再來考虑定理 2. 21. 我们关注在铢4 2.犯和衧 fc 綠习 b . 12的 
i 止明中的那些部分 • 定理 2.21 的其余部分，可通过明以卜•结论 
\ m ： 如乘在一个连通 拓扑空 间中，空 间区域 /\与《的交值与右 
表中左栏所列的相同，那么 A 与 B 之间的 关系， 与右栏中岍列的 
订应栏目相同.&随后的练习中冉给出这些结论. 

以下的引理很 有用： 

引理 c .16 设\ 是一 个拓朴空间.钽定 C ， X ) CX , J 1 C 足遶暹 《. ^ tCOaO »0. A # Atkr 卜 
(D), 要么 O1CI(£>) = 0. 

SE 6. 13 证明引理 6. 16. 

以下3个练习关注的 是丄我 中的來 1* 2 k 5行.引理心〗 b 会提供 茛終痏 肋.而事 V «行的诂 WKj _ k 


交值 

关第 

M t 1 • | # «|) 

1CB ■ 

… • I, •， flr 

AClr“U“ 

< 1» 1.^1* 


|"， I* n. it 

« - - - _■< _ _ 

• 1. 1. 01 

A B 


2 行的 证明相类似， 

SE 6. I 4 设/\与《是拓扑空间 X 中的 个 空间 K 域. 《1 明,如柬在\屮 ' ~ M 的？值々， I . 丨. 

那么 ACB . 

SE 6.15 设 A 与 fl 是拓扑空间: V 中的一 个空间 K 域. Ut 明. 如東 各\屮\ S /1 的文他勾… • l . '■ "■ 
那么 ACtntCBI . 

SEM(i 设 A 与《是拓扑空间 X 中的 計 空间 R 域. tf 明： 如 t 在入屮1 *-】 H 的交 值为丨 • I . “. ’• 

耶么 A ~ H . 


62 用连通性区分拓扑空间 

在 本节,我们 证明在标准拓扑中，«维欧氏空间是.个 连通 的柘仆卜问 • ㈣ 
势，在标准拓扑中实轴是连通的.随后由定理 6.10 得出衫 f R 的 畋坫彳 1 找 
明，连通性为何能用以衔助对拓扑空间加以区分 ( 也 ㈣ 说.确定特定的 w f ’ ’的 
对拓扑$间>. 


为 r 证明实轴足连 通的. 我们利用实数系统的 f 述性％: 

( h 」 确袢性质： k 的任-子集以 fh 确蜱为丨界. 

(2) 如果“ : y 6 R ♦且 j :夕.那么存在*, ‘. . v . 

定理 m 在标准拓 扑中. 实柚芝連4的杯朴空问. 

证明 to 果实轴是个•连通的•设 W 成 R 的 •个分 隔， 




























m 





[U 6.8 [«. x>] 中的嫵合 tr 与 v ' 


, ，-。 「 . 1 \ r， — Vflfw. X>\. ( MW ■' 1 j- V jl) ；h I . 

性•我们可以梅定心设 ㈣ 咖， ^ L __ 

[«• V ]. 由于 r . (关于 《> m _ r 打 
j . 确界，把它称为 c . 我 frj 有以^通 h 
过证明 c € l r， R r 任沪來推出矛盾 • 

为了证明我们假定（€■ 〆 ， 然佔 
炎椎出十® 由于《任\’’.而在 ["• <J 」 

得出， rw . 賴-^ ‘ i ( V ] cv , . 这就组 ㈣ 是，〜个上界. 

且心』、于上确界 f . 这就产生了一个矛盾，因而 1 ’. , 

我们再来证明 I 任同样通过推出矛盾来加以证明.闪此假设^^".由于 a 住 [«，y 
中是歼集，且 wtr . 所以存在丄使得[“ ^ ) OU ， - 对歹任一吒“'，山，可得吒 iA 且 
O 这与 r & LT 的一个上 It 羿的事实相矛盾. 所以郝 • 

因此且 4 t /，. 但是 t €|>， V ]， 3 , U'\JV = lut vl 由最后的这一 矛盾可 得出, 
在标准拓扑中 • R 是一个连通的拓扑空间. ■ 


定理 6* 1 U 和 6. 17蕴 涵下列 推论： 

推论 6. 18 w 维欧氏空间 R •是一个连通的拓扑空间 • 

例 6 .n R 的所有区间子缓在 K 中是连 通的. 为什么呢？开区间 U ， 6)， c — C <」 ， ㈠ 与 
( a , ■-) 是连通的， f •因是它们与 R 同胚. 于是定理 6.8 蕴涵， R 的所有其他区间子集在 R 


中是连通的.由于它们可通过对开区间添加极限点而得到. 


例 6 .1 2 ”维球 S * 是一 f 连通的拓扑 空间. 我 们对球 穿来证明此结论，而用一个类 Q 
的方法可得出 S " 是连通的证明. 

在例 4. 16中所介绍的球极平面射影 函数 ， f R 与兮的由挖 去北极 / V 而得到的子空间芡- 
.V 之同的一个同胚.由子 K 是连 通的，因此穿一 ：/ V }同样 如此. 于是由定理 6.8, 在 K 中 
S : -《 iV } 的闭包同样是连邇的.当然此闭包就是整个空间 S z , 因而球 S : 是一个连通的拓扑 
空间， 


例 6.1 J 由于区间 Z = [0, 1] 是连 通的， 因此 正方形 /〆 J 也是 连通的 • 
带.克莱因瓶，球面和射影平面，全郝是通过 
把一个正方形的对边粘合而得到，戏全郝与此 
空 间同胚 （见图 6.9). 所以，存在从这个正 
方形到每一个这样的空间的商映射，而这些粑 
是異有连通定义域的连续函数.于是得出，每 
一个这掸的空间是连通的. 

例 6 . 14 拓扑空间 R — MO } 称为有孔平 
面 （其中 O = f0 , ⑴ 是此平 面的厍 点>•我们 
乘证明 它是逢 通的. 

狂（见綉习 4. 14). 


圆环、默比乌伶 
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图 6.9 正方形的商空间珐连通的 

， 平面 f ^ = { u ， y )| 3 ，> o | 和片 — U , y )\ y < 0 ) 部与 

夫.所以，对于 H . 和 H 来说. 铈可添加整1、 " 柚， 而 


•li 


二.所得 _ 朱合在 《 巾也 u 選的.—^ 

!•而它们的*正緩…集 • 竣穩 

%意，如采# R 中的—个点•那么 R - <p) 雖 通的， 

⑼ 阀旺. 屬 于 Rij R 

f 是，我们就釘连通的拓扑空间的一个集族，我们来办冰^ 

仆$_以区分 .—条 賴既不适—个酬也不是—个平曲 j • ’ 1 ”能用 T n 拓 
加以证明呢？我们将会#到连通性所提供的帮助. ，鼉—个球曲 . 我们如 K 能 

正 如我们在例 6 . 5 中所指出的，从实轴挖去 一个点 • 将檐别 
I 一个 t 分歌要的槪念，为此找们提供一个特别的定义： 1 fjl 通的拓扑空间.这 

1 定义 6 . 19 设 X 是一个连通的拓扑空间.入•的割集是 X 的-个子梟 s 
i X 的割点是点 am 早 W 是 X 的一个刻美.~的割集系連 
例» U 」的. 如果我们挖去圔興没的话 ilu 
离的氺空开集.^ r, ' R 、羑了'连通的•瘙涵 s •是此平面的一 卜割篥 T ’ 

事实上，拓扑学的一个经典定理一苦尔当曲钱定理所言，在早面上的每 
线.是平面的一卜割秦.确认这样-教的结论要比 WSIS 。 这样特定的陳.兄要困違^为 
将在 11章中证 明若尔当曲线定理. 

从图 6.11 所描绘的情况我们可以期望. 假如入 •是一1、连通的拓扑5间.如果心与 
Int ( X - A ) 都是非空集（见练习 6.23), 那么. A ： 的一个子集4的边羿是\ 的 -- 1 ■荆 也 


Q, 



囝 6. 10圆周 S 1 是平面 R 的一个割集 

以下的定理确认了割集和割点在同胚下保持不变.凼此我们能问用 E 们对一哗拓扑空间 
加以区分. 

定理 6.20 /: xy 是一个同胚. 如栗 S 是 V 的一个割集 • 邪么 /( S 〗 的一卜 

U. 

证明见练习 6.24. " 

从定理 6 .20立刻可得到，如果/: , Y 4 是-个同狂 * 而/>是\的卜触 * f 人’冲、 
的—个 割点. 

锏6.1 6 r 中的每 卜点" ，’ . M sRt 上，:二二 1 

^是由于对于射的# M 通的.此直 

例 6 .17对于任 - v e ‘ s ' •空间 Y 与 K 同胚.由卞 R 达 ^ L . ㈣ U J 
! 錢中没冑- M . MA . •旧，針岸吸 
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_«• 此峰 • 笮 

上 ( Q •會 一个雇 馨屬 吒 •隹, 


今雇 _ 磬一 令_> 
ir . ，此乎《朗磨 

这豢篇螅 • 方應 ■分奇鱗彳歼 W 而任- 缚扃•楚 A 鼸龜 

供 A .|« 二二. .心 Mm , 

,., “ ㈣ 卜吒^ H " .…的 •. 

«. 痗此， Utf 圓蘭与 此痒* + _®. 
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圖羼. 


： „ K , _.u ^ f « if , 

K .H 鐘邊 _ S 小” 11 科的 

f :>, 我们已 妗吋 H •: i 平面. M 阑以及球面加以区分，而且也对 阏阔 与球闹进 Hrp 
化賴地.我们还 oj 以付脚伸1 f 飾以 〆 分.（见练习 m 托而 • •、'我们考虑球面•: 
fifcuj , ㈣ 華卢故. itfjAftM 至可 败尤限腹全那能分隔幵.《 ㈣ *^ 6 」 3 .)因此.我 r : 
不能埔以萷的例？ 1 那样 • 通 d 挖去•一咚简单的集合的方法.对球曲 L ] 平面加 以区分 •在第 • 
奢，我|门将讪明紧致件的拓扑性质 • 耽使我们能区分这两种空间. （见 练习 7. 17 J 


6 2节蠊习 

6.17 <1» 按 K 的稣准® 糧. 在 K 屮的升域与闭球迻连«的- 

( Z ) 证明 ： &ffl k 15中所出现的 IH •集合4, H 与 r . 是此 f 面的连通 r 集 （ 如图所示，集合厂曲， 
个升球与它们之间的8个切点组成 .* 



fflMS 证明 ffl 示的 f 面的每个/.毚蛏连通的 
^ 1«存 K 中给出 fu 与 ft 的例子•换埘 
( ^与《是 连逋的 •伸 Anft 不连通 
<2) /> ^ b 铤连 通的， 佝 A - fl 不4通 • 

^ u 為 y 逢通的 • 妇 不连 通.但 AAB 是违通的 
m A / I ' ilA •佝 /\ UB 是逢通的. 

'» i q 扣 麾 d 灞的， ci ( A » ncif hj ^ j , (o aijw f it 通 

6,9，J M 按界的‘ ㈣ ： / iftH 巾的补集恰_ -个无界分支 
ft . 20 A 以「各 ㈣ 况卜 ㈣ 已知集含「衫为 ㈣ 糾 |卞间的 •个削 ,. 

⑴ c ’. _ x M 拓扑旧•⑻ • u ，/ n , ⑷山 
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为这 IS •萇 s 鼴 



德 “ 2 . 

个鶴 •. /' s . §；、《-，■• 


6. H f ^ n-ViP tr _4 期鹫 X 的中心蝶. 

任一驗的-十》冷， 

^仿三个克* W 畈幵成角夺》比4豪鬌， ■ 

^ } C ^ k 中的一条簡单州曲线•顯 a 

!/， K - tl 两个分离开集的_.锭轉 K 中 O 开料用&与 ■“蓽 

-个逢邊的拓仆空网. iM 电 X 的-个抒 • SE 明： Mlw , rL, V 
么“隹一个期集. 集合 和 
泛_定理 6 . 20 :设厂， •、一 v 是 — 1 阕 ft 如果 St 丨的 
l £ 明：对子任一 n ^- % 倉■线与 R •不 PIR - 
^対于任一 ft 线和》_与 s ••不 _ K ‘ 

考虑 [0. 1」.1»， n , ， h 是在拓扑中 R 的子在这 的扑， 
mu - 《这个结论中所翟出的论鼸._巳知來狀 ,_ V1 ^ 
的一 t 区间到另一个集疾中的-个区间，不存在 BE ， 

^ 还明； 区间[ 0 , 2 > 与 H 阑 S 1 同 K . < 本鼷瘺 认了在 干 峄籩出的纪爾 • 印 这两；肖之司 
不存在同胚」 

，2) 明： R 中没有区间 f 空间与圃阑 S ’ ㈣ K . 

tw uE 明： 不存在分禰平面的 两点篥 * 并用此结论寒 AE 明 ■_ 与早 
iM 考《7列定义： 

定义 6.21 设 X 是一个拓朴空,*).并截定之 2. X ♦的♦鎿今 X ••的 《»馬* H 垚.个足 
年在於的连邁郜域•使得 U PI 有”个分支. 

f 明：如果厂是一个 同旺. 而/>是 X 中的”阶畤 》« A •導幺/ V 龜〗中的*•轮笱苺妇杳 
U 1 从字母表中字母的-•族拓扑图形表示汗始.通过拓扑等价来® 邃等 价类.圮躁习^ 1 用痺习 S . : 
来1 {明， 如果这两个表不厲于你的分组中的不同等价类之中，》么€们不两 


6 3介值定理 

在傲积分中最重要的定理之-是介值定理 • 它指出.如果- 个连续 病数把4闭区间一」 


袂射到实轴 R . 那么此函数取 /( a ) ^ fib ) 之间的一切值. 

定理 6.22([ fl , ft ] 上的介值定理） 设 /« ^， R 是邊缝 
的，并假定》位于 / (<*> 与 f(b) 之间.邪么，至少存在一个 
<〔《♦幻，使得 /( C ) = 5 . (见图 ^. 17 .) 

<0上的介值定理 • 是形式更一畋的定理 4 定理 6 . 2n 
的〜个结论，我们随后将对后者加以证明. 

例在 2001 年 1 巧 1 日. 体重为 320 轉的” W . 

: 1 年奂定，要改变自己的生活方式以减轻-些体禮. f 二： 
定 不再到 自已所窖爱的汉塗包商锖逬餐了 •而幵 绐年过’ $ 



HI 6.17 存在 O •] 
嫌得 /<<>*» 













、乂 


'二 的是. 5_的 3( ，用.舒"的“竟然减轻了 so 格 
轉繫1 三 -治商，占_ ”、吃 呼：、的兩敎 丧示"傅的 "• 由于 他一开“， 
wmw …作娜 nn ":: - f 27 M 32 G 之问的每 1、 体 f ， 存在物 C 
，曾. 十是 ㈣ 卜孤 ㈣ 体 M 3 un 時. 事实上 

:_== •"，个值 ㈣ “诉我们•在 ㈣ 的嘛 间内， C 

至令有一次洽蚜是鄆么多. 

^取相反符号的-个— 

数.而我似找到-个 K 间，/在-个端点为负._另-个端点为正，耶4推论6.23_ 
保汴此区间内有方程 /<•*■> = 0 的一个解， 

尽管 r u . A ] 上的介值定理在傲积分中首先遇到，此定理^以用最—般的方式加以陈述. 


事实上..这明显是一个来自拓扑学的定理. 

定理 6.24< 介值定理（一般形式 ）） 设； V 是一个连通 的拓扑 空间，而 •/» 入 — 是 连续的 
映射.如果 p , if €/( X ), 且 p < r <9， 那么 r 6/( X >. 

证明设/:入 jR 是连续的， /»• 96 /(. Y ), 且户 « 9 . 如果产=/>或厂= 9 ,那 么我们 
立钊就因此，我们只渴要 考虑/ »〈 r<< /的情 况就町以了. 请注意， /( 入> 在11 
中是连通的，这是由于 A ’ 是连通的.且/是连续的.我们通过导致矛盾来证明 》*€/ (幻.于 


是.设 r 任/( X ).这样 • r ) 和 V =( r ， co ) 是 R 的分离开子集，它们的并包含 

f < X 、. 由于户€以且 f 是得到，/( X )与(；， V 都有交集.因此.如图6.〗8所示 . L 1 


与 V 构成 K 中 /( X > 的 f 分隔.但是，这就与 /< X ) 在 R 屮是连通的事实相矛盾•所以 • 
re /( X ). ■ 


乙匕^一父•产） Oes ) 

— ; \J 仰」 lZT^ 

田如果 re /( X )， 那么 （；=(-<»• r ) 与 V =( r .) 构成 /( X > 的一个分隔 

如果我们设 X 为 u , 且分别设 p 与 g 为 /( fl > 与 /(/,), [ u , h ~\ 上的介值定理就可 
从这个一般肜式的介值定理椎出. 

例 6 . 2 <)设路易丝湖的湖面用 一（ .拓扑空间 x 來表示，并设/ : X — 是在此湖面每 
O 湖面下方的涑度.路易丝湖的畢大深度为 70 米.请问，是否有一卜地点，它的深度为 30 
来呢7 

-谲注韋，/是一个连续 函数. 此外•在拓扑上 x 是一个圆盘，因而是连通的 .（_ 
、17.; 此. 錄定理适用.存在 yr 的值为 0 的点，当然这些点是在此湖的湖岸上，此外. 

:?.在这1 A 上,的值为70,所以，给出0与 7 f ) 之间的任一深，度，必定至‘ 
W 在 C !. 期具有此深度.特別地 • 至少存在一个点， ㈣ 里湖的深度为30米. 


•H 




J 2 J 



/(fiMA . 出现干 
/的图形与 t 线 
相交之钍 

>一7定义一个函败 
1>>0•间样 W 1 K 0 •介 
，可得 /( r >= c . 所以，在 


% 邪么 . i •少存彺一个使得 /< r >« c . 

复違^_断言♦任-连续闲牧厶 [ 一 I ，1」_卜！， 13 把菜 
f, u 1] 映射到 自身. 这样的点 O 称为 / 的一个 不动点 
个用_就很容易肴出这 1 、定 ㈣ 什么心， （ 见图 6. 19,/ 当 
们 从这个正方形[丨 • 1」—[― 1 ，1〕的左边到右边 1® 出/的图 
^必定存在一个点 < l ， f ) . 在这里，图形与直线尸 H 
满足的值 1 相 对应. 这正是我们所希遒的. 

^^我们用下列的证明比以上的 111 形化论证规范化. 

证明设/: [―^，！」—[一1，丨]是连续的.由尽 (/>==/( 

_ lf !]^ R . 函数 g 是连续的.注意 7< — M 彡 一 1,因而# - 
值定理 蕴涵. 存在一个值 U ， 使得对于此 

,,,, I ]中至少存在一个 c ， 使得 /( r >= r ， 这正是我们所要证 明的. 麵 

« 维布劳威尔不 动点定 理说，对于把”维球映射到自身的任一连 续函数 /: 存住 

-个不动点 .（ 即，使得/(丄> = 』 成立 的一个 点二》 在第11聿中我们考虑一般的不动点理论 
时再来证明2维形式的布劳威尔不动点定理. 

例仏21(在种群建模中的应用）在生态学领域 • 各种奕里的— a 括 t 论出現于7 
掩的神群，从一个种群到多个种群等等 都 已经以实验方法或故学方法进行辻研 X . —卜 
种群如何增长和衰减？它与周围的环境如何相互影响？如何设法让所有的 a 教专它整全在一 
起’以及如何对樸型进行研究？为此’许多数学工具被用于邃 i 并分析这些蟆 5 .当一卜枰 
定的摸型需要进行定性分析时，通常就会使用拓扑学的工具. 

在此，我们考虑反映特定类型状态的-种明病的单种祭漢型 • t 可以借助个值定理来进 

ff 9 f 

设 〆 r ) 为时间 f 的函数，表示此物神的种群大小-我们瑕定此种转择‘吗连料接于女贫 
种群大小的比例而 增长. 于是 &/(>), 而/是连後的.函數/是增长邊教，它 免峡！ L 

率是如何依糗于此种群的. 

这种幞型的简单 w 子由贫，给出.其中走 m . 增长率与祌资乂:比:‘. 
-令神群不受到资源的限制且没有捕食者时，适用这个襟4卜撖于方程的 w ‘ 

给出.这个结果提供了此种群按指数方式增长的規津.予是， 

对干增长函数凡 V ) 的綱 况.我们也 ㈣ 碑定此 ㈣ 取. 

解方程不同的另一些方法 • 是需要了解这些解的 ㈣ 此 ㈣ 齐解，邇常是有意<的. ㈠ 鱗 
在研究这栲的摸型时，求时间为恒定的解解的択 限传 5而出叹 • $ 九 . 火 
可以表示为一个系统预期的长期性态，通常以随时 M :3 -I 

们对稳态解感兴趣，由干它们通常与其他解所趋向的玲定 1 ^ 土山 


t k k r ,f 
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r )- o . 


个 穩瘀解 - vQ ) 气 v * 


二)时表美国、蒙塔纳州的-个区喊内"〜 


—vn^m ^ 丧示在 Kn^ r ^ ^ ^ - - - 

让我们考虑 一卜特殊的内 子. ^乂 供知遽提否矸能存在 〆 个健态 的拔的种群. 

.】、• 在 ㈣ 单__假定： 

我们柳的， n 两：的娜壤持仲綱长. 

⑴ li 的每础下足以错待增长的 f 要， H 此种辯 衰减. 
<2) /!!!； 而对 于大的 我们 设八 〆 0,让我们单两 

因此. 行小的 - vfi . 取值較大时， / a )<0. 

个这样 的值： . s 接近于0时*，⑸ >0 * . 

_以0中的广微分方0化） ㈣ 具有斜率 仏)， 也就是说1 
过点 U , / ㈣ 曲 、以 /( /力斜率•特«我_假定，每条解曲钱_率正如 
图 6.20 所示.在 时 为正. S 5 在尸 L 时为灸. 

在以平面，设 fl 是由 

B = { U , y )\ t ^ 0 t S ^ y<D 

所定乂的带子 ♦ 显找，在图 6. 20中进入带 S 之中的解曲线 • 必定留在 衫中. 在带 8之中会 
出现什么情况呢？由于没有有关增长函数/性态的更多信息，21此不能得出更逬 一步的 结论. 
㈣ ，介值定理却能确保得到进一步的结论，这是由于 /( S >>0 且 /( U <0， 所以 存在一 V 
值 ： y * e [ S ， L ], 使得 /(>• >=0. (见图 6.21. ) 于是，存在一个稳态解: yU >=： y 、 它 的图形 
是在带 B 之中的一 知水平 直浅. 因此，在种群小时增长，而在种群大时 袞减的假定下，我们 
就可以得出结论：至少存在种锌的一个 值. 此时拫群以稳定的状态存活. 


\ \ \ s Va \ \ \ \ V 

r ^ 


w / /> 



图 u 解曲线的科宰由^凡 v > 描述，其中 /(S)>0t /(U<0 

个微分方程完成了-次简单的定性分析 . ii 常，有关微分; 
竹研究，町动力系统这-睐（我们在第8章将研究动力系统埋论的另-: 
我们前面的分析，可以推广为-个咖細统结论：设在 [ fl ， t 定义穿 =/( 如 

==:：; IZI °； 耶么存在-个稳态解力〜，其中‘ 
-个微分方程的解时.=拓==:2,态的，典型的定性结论 • 即使我们能 1 
-般形纖值定现.有们对它们的性态作出结论. 

定理^设论，例如，我们有以下的 定理： 

•那么，存在 「6 S 2 , 使得 /(r>s= "— r >. 


证明 

#的值 

i 

i - p y 


_ 一 - — --~__ f25 

V i'l 眺……"-⑹ /<-,> 來定“ .^ TjT … 

. ^ > {[ 1 A 」_心卢.-， 的值 的差. 龍意 容是 錢的. 定 ^ 

“的 . rfii 对于任一乂斤，贫⑴=—«<，，• mz 卢 m 如果_=0,明么 w 
匕， 而 这个等式我们已经得以义现.另二方谢 • #与 w 、 p > 异号，介值定理里涵.存 
使得#二 0 •于是 • 肝此…口飞得~ = /( -仏 无论州=0 还是牙 (p •判•郫 


在格到存在 ‘.d 使得 r> , 这正 是所要 证明的 结论. 

.象学中有: 

千球面的一个连续函数， 而且在 任 ㈣ 由 1 ，在地琛上的一 K 我与它 w 对心点有相罔《 
^当然 • 我们可以用任舞其池依賴于地球的连续变 f . ，4如气 5. 相对45或酶技高嗲 
:取代纽，也能制 ㈣ 的结果. 

定理 6. 26 SJ 以推广为关于连续函数 h •的 结论， 其中 这 个一 ft 的结论称 

博苏克乌拉姆 定理.定理6.26指出了《=2和阳=1的情况.时于⑺二1而”为任意的情 
况，定理 6. 26的证明转为刚才听给出的证明.然而，彀的博苏克-乌拉姆定理的证明岍霱 
要的拓扑 工具， 超出了本书的范围 • 

在第 9 章的一组练 习中， 我们证明当 m-2 而 ” = 2时的博苏克-乌拉梅定理 …二 2且 
^2 的情况适用 于®* A s 的情况，并提供 r — 个比例 6.22 所提出的更强的气象学结 

^特別地 • 在任何给定的时刻，在地球上存在互为对心的 两点， 它们石仅有相同的 温度， 
而 a 竟然冏时有相同的气压 


6 3 节练习 

6.32 设把球而与地球的表面视为相等来定义了： S - R.P 

M 了是- 个连续 函数. 请 证明： 如梁⑽麵 斯加州 的安克 m - j 1 . 

市卜 邮. 则在此地球上存在菜 个点. 耶里的 ㈣ 仙把 地域限 制在屬 ^ ^此结论 


80%此结论在美国成立吗？ 

设是奇次多项式 函数. 址明全 少有一 1、 实，. 

W 当定义域 R 按以 F 每种拓扑定义 • fl ! 确定-挪式的说：： 


4.3 5 

6.36 


k -37 


6.38 


U ) 平凡拓扑. 

<2)离散拓扑. 

⑻下限拓扑. 

酴迷并证明,时于狭齡到敏字轴的通戮 珣_ Yi > 在地球的表面，必沄存色 

设在给定的 时刻. 我们随地球上每个点的 W 光强度.以.》 ^ 心点却 gfl :關 , _鱗此 ㈣ 
的两点，它们的阳光强度相同.‘額，如果在一^絲庄 1 VJ " •的〒.面相得利的脚谢 > m 
叫存地料 社的 S 个大圆糾咖 ㈣ 中， 

_温®的5为对心的两点 . 

山设 X 是连通的， fi 同旺 A , P . Xff 在，使得付卜任‘ 

函数 h X ^ R , 存 KX ， ^ tU) #此油炸_的中心袖 ® H1R0 省 

⑵利用 <1> 的结 ifc 证明： 在脚味油竹圖上的 裝处 ㈣ 
到的郎个点 • 有冏样睜的-层调料- 
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64 道路连通性 

它是连通的，但石賴路连通的 •因此.对于一个祕空间 来说，迫路连通以 
-卜比 连通性€钃的条件 • 

设 A 是一 t 拓扑空间 . rrti j . - V 是.\•中 的点. 在 4 . .彳 h 屮已定义过，在 X 中从』到夕的 
一条道路，是使得 / ( 0>=* r 且的一个连续函数广：[ 0 ， 1] 〜入. 

定义 6.27 —个拓扑空间. X 是 道路连 通的，如果对于任一了， - v 6 X , 在. X 中存在 一条从 
a 到 y 的道路.拓扑空间的一个子集今在 X 中是道 路连通 的.如果八在传承自 . Y 的4的予 
空间拓扑中是道路连通的. 

M 然 R ' 是道路连通的 • 在此标准度鐘下，正如在 K ' 中的任一开球和任一闭球一样， 
定理 6.28 设 X 是一个道路连通的空闾，那么它是连通的. 

证明设 A •是一 1、道路连通的空间.我们通过证明它仅有一个分支，或等价地证明任- 
对点 h :包含于久的某 f 连 通子集 之中.来证明 X 是连通的.于是，设- r , ^是 X 中的 
任意点.由于 A 是道路连通的.因此在 X 中存在从 * r 到的一条道路.这一道路的原象 .1 
入的既包含: r 又包含 _ y 的一 个连通子集.因此. . Y 中的每对点包含于；（的一个连通子集之 
中，所以得到 A ： 是连通的结论. ■ 

由于道路连通性蕴涵连通性，又由于 R 在显然是道路连通的标准拓扑之中，看来我们 I 
在有一种证明 R 连通性的方法，比在定理 6 .1 7 中所提出的方法更简单.然而，这样的论证有 
一种缺陷.定理 6 .28的证叫，利用了区间[«， 6] 是连通的事实，而区间 [ fl ，6] 是连通的 
证明，又利用了 R 是连通的事实.因此定理 h 28的证明，实际上是建立在 R 连通性 的基* i 之 
上的.所以，定理& 28不能用来证明1<是连通的 

乍一 看来， 可能很 自然地认为连通性和道路连通性是等价的 • 但是事实上它们并 不等价 • 
川:的例子中 • 我 们会发 现-个拓扑空间是连通的，但却不是道路连通的. 

例 6.23( 拓扑学 家的賴 } 设 A 如图 6.22 所示，是用极 

坐标表示为叫(4, 5 )卜[ 0 , 的平面曲线. A 线 A 朝 

向外卷成蝶旋状.拓扑学家的 ㈣ W 定义为 W=AUS , 

可看为由/⑻ =( 点叫”的•人 r2 

象.直接可证明 W 是 R 中為的闭包 

7主考 . A 是连通空间〔0, CO 〉 在一小被终 7 KtTTk 
A 是连桃又由于 w 是 K 中4上初 t 数的象，因而 
㈣ ， w 不…丄_包，因此它也是连通的. 


的 



於而，狀不是遣路连逢的“二凡，四此它也是连 通的. ® 6 . 22 拓扑学 家的* 

抓 ㈣ 辛 ㈣ VV 中 的每^ 杂， 但是 花些工夫是值得的，力了证明 

- V 中的中的 ㈣ 遣路干, 0 的7必咖在 S •中， 因而在二路 Vi 

定，设/ »: [0, 】]〜 W 是使得 p ( u ) e ^ 的一条道路， 


p 首 先. 注意到 SI 在 w 中是闭的 ，而^ [0, m 是连埃的，因“，…是 [o , r 
的 〆 个闭 予藥. 

设鹹 [0 , 1] 上4过取 R 中的开区间以及它们与[ 0 ,】] ㈣ 两得到的.此 
必中的每个基元索，是[ 0 , U 的_个区间予篥. 

为了番出 /^( s 1 ) 是 [0. 1] 的一个区间子 蘖.选取任一成>4 乂八 于是卽 H 
^ piy ) 有形如< 1 ， y > 的一个 极坐#表 示式. 设 iVcr : 具有由 


N = {( r ，0 HO . 9 < r < 1. l . y - o . 1 <^< y + (U 
给出的 〆 : y ) 极坐标形式的邨域.（在 N 的这一选铎中，特定的微值并没有汁么考义， 

I 要 M ： y ) 的一个小的邻域 . > 集旮 V = 是 W 中的一 > 开篥.于 ！：•；》 (. V ) ^ 

[0,1] 中是开的，且包含因此，存在一个基元索.使} l . v € JC /> 作垮一 1、 

区问，基元素■/是连通的.因此， pu ) 是 n ' 的一 1、连通 子壤， 我 'n 再来 i 明 p «/> cs i nv . 
注意 〆 •/> 与至少有一点(即 kv >) 公共. 


于是，在区间（0.9，1>中可以选取一个收鲛于1的序灼 （ O ，且变得鞮合 
U „ = { U , d ) e N | r > r ,> 及 V . = Ur •扒 € N \ r < r .) 

在此平面上构成 / V ' 的一个 分隔. （见练习6.23.》51? 6.7 I *,对 ft —”，成 

于是. p (；) CS ' nN \ 因此，我们有: y € JC〆 1 ( SO , ^ J k »] 上此拓扑的一彳.荃元 

素. 这1 涵 p-，（SM 在 [0, 1] 中是开的， 这正是我们要 ii 明的. 

于是， W 不是一卜道路连通空问.正如我们已经推出过的 • 它是连邇的 . 0 此，拓扑竿 
家的谦涡，是拓扑空间的一个例子，它是连通的 • 但 却下是 道路连 還的. 


例 6 .24拓扑学家的正弦曲线如® 6.24 咔示.違由 


r = l(x,sin(j))|o<^<l) U 

乐定义的 R : 的子空间.拓扑学家的正弦曲线， ■! 再-卜虔的是遵 邇的. 祖却不'是遒蹯邃滷的 


5 问.（见練习 6.42.) 



® 6,23 蜒合 U •与 V ,构成 IVflN 的1、分’ 
如藥我们在 R ， 中戥一个洞，不雄释出所得利 



|fio.24 

的娜娜 通的 


拓汴学家的“毪曲怍 
,特别地 • 设广進 K 十 












"裏一户 巾 9 ^ • 位于“与 备之 ㈣ 的啦 ‘ 

S 蠼的； T 式•在 R ) « M 找 ff •与▲之«的一条奸•- ^ ^ •… 

SC 25 K 这罈的*麝由 i f 


\\~ Zr ' u .^2 u 


0< I < y 






— 2 /， c ， 2l _ 1 、& 7 《 1 



给出. 


R 


是遭霈 8 私 


⑶设 
及， *4 


• P ” y 〜 fiz ， # 么是否政立 
之阀分轵存在一条 ii 路用 


与” 


h ( t > 


/ <2 r > 

:以 2卜 




2 




! S ^25 

疰呑 j AM ‘理. *是连续的.于是 • R P 是道路连纒的 • 

上述途泛 c 巧以用于对任 一** 彡 2 殳 /^ R 的情况 • 果证明 R />是這鉻连遞?: • 
■ • 我 fife 纪自 d ® 麵于 R 中的一 f 铃孔 • 即使在 R •中设置可数无限1、针孔 • 所导 t r 
仍矜是一 <遑霣连通的空阚，殳縴习 S . 43与 t “• > 

^下的定浮 指出. 在 一 f 、€ 续® 数的跌 _1、道路连通的空间的原象. 仍隹 是遺霹 
连遁的-这就 蘊涵： 在 M 旺的意乂下.道路连通性得以保持.因而是 一_ 拓扑性质. 

定理129设 . Y — i •是连鎿的，且 - V 是這珞連通的.》 么. / (X 是>•的一 k 遣蜃 
逐遂子空玛. 

«甲设 P . g 是 / H 中的点.选墩点 x 6/ rp ；) 和>€/ l i q K 由于 A 是復 f 
连遞 U 存在一条到 jr 的道路<::)， 1]— 入.于是 • f:g 是 ft ‘\、 中从沪 MuJ ?- 

条邊鉻. , 

/、鵪实是 Y 中的一条 道路. 但是由于对 /•#? 的象加以 限制. 的象是/(. X ,的一卜 
子集，因此 < 磚出它是 / t .\) 中一条道路的结论. 

正広连4性的 嶠况一样. 一个拓仆空闽可以分拆为嬝大道路连通子集这苎样为\?:1 
路分茭.在以 t 我 n 将确切阐述此蠼念. 

=个拓扑空间 A .•如果在、.中存在—条从：到乂的道路則由定义了在 A 1 
的-个关系.这个关系 是 - M 价 关系. tm ： Titjbn 以检鉴 • 

路厂 ！二，否成立 9 司答是宵定的 • 我们可以对于所有的，通过定义/ ⑴乘辦 

二!答^的，“。, 

/一 ” bx. 是 - 条 ^ 到：的逋路 . 

^ 回答仍然是肯定的.我 II 知遒 


i\ 


[ } . 略牦 引颺蕴_ A 是 疰缳的 • 


Sit 




一 《 •考 W 夹挎建 x 15 — 

定义〜 30 在等 ♦•关 系〜沪下的等今鮝 ， Xr7ift , - 
y 的逋朴支是道路连通的. 
i 4 n , 按蜗这 _ 意义，*^拓朴空«入的道路衫 . f 认 

Ht . a5 ^ x . f ： * if - 

j 裹•夕上軻” ■'芩 v •占系 "缉成的， 戈爹的子褰我 
裴示出了兄 • ，考与拓朴宇家褒漘的押子鬌#»銬走逢 ** 

芩•是连邊苎 • 徂不是遣洛逢選_.予是可 《j 
f 一，分 t , 旦可直接证圬 X 有 _‘l f 遒路争交， 

一个拓扑空间的分支的数量，不驩出道路分支的教 f . 这 
一 t 是正 鷗的， 由于每个道路分支.必定是此穸軻某塋分支的 
-卜子集 __• bk " 

6-4 节蓬习 r 零 會 - f 憊龕 

设«，6 • 并候定 A 有拓扑4 • V . i 摩1萑€扑争 t 驪爵！•芒 
mm . «字鵪是迺路连濾釣. 

“ I 褰合 CCR ， 蜱为璺形凸的， t ! 梁存在一 •雙蟠 If 于任 fti ， r 窄* 铦 省 

位于 c 中. 还明： 扣瞿 rcir 是1零凸 K . ® Ar 在 r 中鹺還 ftgifi 
kil 4 明：拓扑学家的正纭龕线是连 通的. 粗不 I 谨鑤连 碰？？ 

143 S .4 = R - C . 其中 r 是！ I 中 一 子鬌 tf 碘 I 是遢餐 r 荦€ ^ 

夜许多条遍过 a 且完全纔砰 (：的 直绔.为什么” 

144 « ' C . 其中 C •是 R 中一卜珂数无穷+集 ii * Atf •逢鼴 f 霰了 ：_ r 

C ， 在纪 - f 中找 HHyM 臁， < t « 在史内 衫衫 

* 45 if 明： 当， :：1时. ”嫌 V 驗 道絡邊邋的.、癱 承： — f '遍臁金籲 ？ 

續* ft > 



#t 


rt 


to 果人 M 6 f 卜空 « V 

M 的. 

设. x 龜一 1 、拓扑 空阚. 


的遏 m 奸子 《減， * x, w … 


还明 、的每 r 谫路分 IBS 路逢通 《• 

^，，明 •'. 的每⑽… •. e 、 wm“w 
V .4, 料说，一’拓扑 $ WA 的通«»寸充篆必度、 o " rM 
4 . 5 . 个拓扑 SW .Y 的_ til 臁分定 .* 、卜 • 、 


I ’说明… M 朴空 w 有不可 • t 穷蘑 t * J 鑤 *ft 


叫: 


/： .V 


鳋一 - 


\» 


« n ^ 
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第 0 


«. S 2 设 . V . Jlil 路 it 通的达明 1 


时成的枳空間 


V , tifl 路 il 逋的. 


6.5 自动导向装置 

純-个 繼麯中_把_从-悚 ㈣ 關另—讀》的移如 
雅、自=;二一靡时.味中-部分_是， 如 ㈣ 地 设置移动机器人的; 

效和衫的方從義变方向. * 这 M 漏过程中，叫要 

錄：的机:人賴时，是通过-个拓扑空间来表示在此 
器\路_.择左，假 设我们 有在用 R 來表禾的一条貞线上移动的两个机器人 a 与如围 
6.27 所示. 设 a 表々机器人 A 的位置， A •表示机器、 B 的位置.这两个机器人的构形邱 
(见丄 5节> 是空间 

r - { u ,, x «)| x A e r^b e Rf = R <R = R 

为了防止机器人 钔撩. 我们不允许两个机器人在同—时刻出现在同—点，即我们决不允许 JCf 
x 1( . 于是，所得到的允许的构形空间是 

sc = {(^^«)|^ e r ， j 8 e ^ r A 

为了对此空间与构形空间 c 加以区分，我们称此空间为这两个机器人的安全构形空间 • 

平面上被安全构形空间排除在外的那些点，组成集合 彳 （ I ， j ：) UeRL 这个集合称为此 
平面的对 角线. 并记为 △. 请注意， SC = C - A . 在这种情况下，此构形空间是挖去此对角线 
的平面 《见图 6.28). I 要的是.要注意这个空间是不连通的，因而不是道路连通的.在不久 
之后 • 我们将会#出这个事实的意义. 






图 ti .27 在直线上移动的两个机器人所 
产生的构形空间是 R 


图 6. 28在直线上两 t 机器人的安全构托 
空间是挖去对角线的平面 


在-般情况下，假设我们在空间； C 中有， ，个机器人 安全 构形空间定义为空间 

这中八 SC "^-( XXXX ... XX )~ A , 

其屮〜 jO | 对某些，力，：〜上 

件挖去对角线正如两个机器人的情况^ 
的可能性. 、 1 r 或多个机器人出现在同—点的娜，因而消除 r 机雅^ 

地.人而进 fr 建模 ， 我们使用在 sd 屮的-条麟 

定位” '• 我，义此”个机： 
(&，•••，&)的重新设置为一 条道路/>: 


i 


ii 


H 


二移动到嚴终构形 


使得 〆 ⑴二 /• P <\)- F . 这样—条道路的存在， 

^知这些机器人的两个构形 

他到的 • 如果 机器、从以到〜存在— 个重新设寶. ta 果此“ 二 々二 我们 ’ H 、’ 

^正如我们已观察 到的. 这个空问不是遣路遂通的，因此在 R 4 r . = •心 , 'n 

这在直现上是明显的 • 由于从机器人玑罌人 A 






可….…‘、 

这种直观的现察，反映在 安娜空 间的结 构上. 特料，矿⑼ 

U ， ‘ A 6 K — ' K 

如 @6.28 所示，它们分别位于此对龟线的上面和下面. 集合 1 /果十 f |, A mm , H 
左雋的所有构形，而集合 V 表示机器人丑位于机器\八左_ 的夺有 构苇.由干在 SCA 、 
没有从 L / 到 V 的道路，于是就潯到——正如我们直现疔事尹？： - fl & <, f ： >' ^ .a -- 

ft 的任一构形，不能从机器人 A 到机器 左雋的 构形两噚到.由十在 p * 吋 s , R 
之间，存在 [/中 的一条 遒路. 于是可得出，机罌人 A 剽机鍪\月左竇5«任一气？::〖續助 
重新放置，让机器人 A 保持在机器\ B 的 左恻. 可从任一其 t 这样的筲 t 4尹.十 V 嗱 
的每对构形 • 结论也同样 成立. 

在图 6.29 中，我们表示出了这两个机器人在 I ；中从一个切绐挎 ^ ^ 

形 （/ a ， M ， 到最终构形 （Fp F fl ) 的两种重新教置.由于这些构 
來是在 a 之中，因此机器人 J 3 是在机器人 A 的右侧 • 按筝一样重新 
玫置，两卜机器人都移动到右边 • 但机器人丑移动的暢 t 赵过了 n 
器人 A . 反映此事实的一种情况是 • </ A , 与 （ h , f b ) 之 N 的 
或段的斜率大于 1. 按第二种重新放置，这两 h 机器 V 相亙 鞘網轉 
动.洹由于它们按相反的方向轉动•因此 U «4, /»>与 (F ^ F » > 

之间的线段的斜率是 负的. 

例6」7考吃在 S 1 M 上的两卜机 m 、 、 S ') U 

或的环面 s » xs l . 为了画出这个安全构形空间，请考虑® 6 * 30 * 

化"相同的一 t 正 方形. 賴去的对角线用$援来表示.抵去^ 一 

㈣ 沿图示的各边枯合而成的一卜空间.对应的$间与 （0. l> N * S 

4 开圓环是道路连 通的， 由于它与两卜遣路连 4 的各明 

由干遒路连通空间 ㈣ 积: J | it 路连邇的 （ U ^ W . 52 》，® ’ 

Sl 上的两个机器人是可以任意轉动的 • 在(||6.幻呛韦的、 

，•找 本咖 _ 中的 -㈣ . 考薄两二来二“.心“交 
拓朴围上的构形空间.我们 W 来记此 空间. 并明” 

T 頂点认 


/ 


ffl «. 州 U 中的角种 

t 9 i 设 K 










ffl ，30 安全构較问是一个开圆坏 ㈣ 31 奸间 上的两个机馱 

安全构〒空间是 w 卜 0 、 V > 么令了画出 srm IU 】 把它分为： S 个 予臬： cy >o) 
1 < v >.^- A ^ < rxy 卜 a . ㈣ f 事如河把这 3 个子集枯合在一起而构成 * sc(n 
’ 在 ®6.32 中 ， _描述了价《卜么与固定在 r 的机器人 W 位于 Y 上任阿 别处的 机器 
人 B 相应的构 Mb 由在所画出空间的《部上的边来表示 • 沿着标记有单箭头的边，机 
固定于：，，而机器人 A 位于边<»上.标记有双箭头和3箭头的边，可以用类似的方式作出解释 
在 (V M *) △的图示上竖直移动，对应于机器人月沿边 a 朝外辞动，并让机器人 A 保待固 


由子我们已羟挖去了与这两彳、机器人同时出现在边 a 上所对应的对角线段，因此如图所示，存在 
△的两个分支 •• 一个是在此对角线段下的三角形 • 另一个是 （ yX a )~A 的其余部分. 
在图 6 . 33 中，我们图示了 《yx^—A 和 （YXy) — A . 情况与图 氐32 所展示的相类似. 
重 f 的是.要完全理解在 （>'•< 妒一 △和 （yxy>- 厶上标记有单蒱头的边，与 
标记有单箭头的边相对应.这些边中的每一条，对应于一些构形，其中机器人 B 固定在两 


机器 ' 為 位于边 a 上的 某处. 因此 ，由 （ yx <»)— 厶， （ yx 戶)一 △和 （ yxy ) — △来 构建 （ yxv ) 

△时，这些边枯合在一起.在构建 oocy )— △时’标记有双箭头的边以类似的方式粘合在一 
起. 标记宵 3箭头的边也如此. 



图 w 安刪^间 ， V , V)- A 的子集 ， V< 0 )- A 图 6 .33空间 ( yx ^)- A ^ CVX 7) 

^^ I .' 7 t 并把它们枯合在-起，使得这些请“ 

的却分，. ㈣ 来自空间 SC ：( y 卜 （ y> ^) — 标记有 1 •: 

心干“，輕的 巳挖去的那;对 J 中 间的洞，是与这两个 f 

个机器人在 y 上是 可以任意 ㈣ 的 点* 安全构形空间 sc ^ vo 是道路连邇的.因此， 

*• ^ ^ AtiX ^ V /' ^ SC(Y) * ㈣ 描绘了对这两个机器々的 1 

換道 鉻. 化对应于这两个.机心 ff # 机器“靠近/?的端点来逬行位盥的转携. 
⑴让机=方式的连续改变方向： 

保待固定，机器人八移动到 n 后轉向边& 



a 性一 

a ) 让 叽器人 八 保持固 定. 机器人《移动到点, 
让机器人月保持固定，机器回到点,, • 


田 6. ‘ U 安全构肜空间 ‘SC < V )-( V , y,- A 


J 33 





转换而形成的轚新政冒 


6.5 节练习 

U3 考虑 在-条直线上两个机器人的安全构形空间 ST(R ). 对于以 下的每_情《. shr 的 - 4 
线段.以说明所描述的重新 放》 : 


(\) 机器人衫在机器人 A 的左侧，它们彼此以相反方向朝吋方靠違. 

机器人 B 在机器人 為的左 侧，它们都朝左 移动. 机器人的移动超过叽器九._\ 

13) 机器人 A 在机器 人杉的 左侧，它们彼此以相反方向离汗. 

U > .机器人 A 在机器人 fi 的左它们都朝右移动.机器人 A 的移动趄 过机器 /、玫 
fi . S 4 对于从圆周上两个机器人任意给定的构形到任何其他构形的 f 斩政 g . 清搐述其实熳的一 彀过程 
6 .55请描述在 R 上移动的3个机器人的安全构形 空间. 指出组成此空间的 不同迅 路分支肖多 : v N , 并•沦 
这些机器人的哪些相付位 g 与各个道路分支相对应. 


S . S 6 设在直线 七 有两个■机器人，而 {I 在此直线 t 有一个特定的坐标 ~r . 这两 t 机器人《不能比汊-清 fl 此 


6.57 


6.58 


59 


情况的安全构形空间圃 出草围 并加以擄述.指出组成此空间的不 同通路 Vt 存多少 K 件》寸论这苎机 
器人的哪些相对位置与各，道路分支相对应. 

幽出表示机器人位罝转换一种重新放霣的 sr ( y > 上的- 条逭路 • 在一汗给.这两卜机》人®位于边 
7上*描述机器人相应的方向连续改变. 

考虑围 6. 36 的左边所示的在空间 P 上的两 t 、 机器人的安全构形空间 

(1) 空间 SC °( P ) 作为 SC ^ lV ) 的一个商空间.坷通过把 SPO 、 的备部分粘合在起的方法而孭 
到.在 srm 關承 1 ： 指出把哪择部分粘合在 一起補 到 fMfu | a 过把、 


上的一些点视为 同一点 而得到 .> # 一 # 

在 sc »(/>) 的我示上.義说明转换 ㈣ 机器人位置的 — N ■重 1 ^放 1 的条… 

始. 机器人 A 在 P 的顶部.類器人 H 在户的底部-1«述机器人相9的相 H 
用6.杯的右边所示的在空间 A . J ： 的两 f 机器人的安全 构形空 161 SV l Y> . p^N \ 

SC { X ) 的-种 田治.说明它如何能以我 ㈣ 进’ ) 

方式， T - -赶 的片 法构建 出来. 


式，借助将一些 ; p 锲粘 合在-起的方法构達出来. 

了_怍出的 . sew 關.晚出说明料机器的 
置的条 祕的 ⑽. 始， PL 器人 AH 的左》部 ， mnKti 






























至今，我们已钳过〗•拓扑学导论 “ 3C " 中的 2C : 连续性 ( Continuity ) 和 连通性 
( Conne C tednr . ss ). 本章 我们将提出第 3 C : Compactness , 即紧致性.但这个槪念并不 像连績 
性和连通性那样直观.在 R ” 中紧致集是有界闭集，何是在 一 般的拓扑空间中， 紧致集不像所 
描述的那么简单.事实上.对一个一般的拓扑空间，正式定义紧致件颇费了拓扑学家 的〜些 
工夫.在20世纪尹期拓扑学的发展 期间. 曾提出过几种定义.最后，拓扑学家同意 了在丨 ^ 
年由俄国数学家亚历山德罗夫 U 896 — 1982> 和乌雷松 （1898 1924) 所提出的紧致性的定 

义： 现在我们在 7.1 节作介绍. 

在 7.1 节.我们定义紧致性并考察某些有关的结果和 例子. 度 t 空间中的紧致性在7. 2 
节中 提出. 在 7 . 3 节，我们证明极值 定理. 然后用它建立许多其他有用的结果.在 7.41^ 
我们研究极限点的紧致性，它是与紧致性相接近的一种 性质. 最后，在 7. 5节.我们介绍单 
点 f 化， 这是-种通过为一个非紧致空间 X 添加一个单点，并定义一种适当的拓扑，使我们 
能够把此空间 JV 看成是紧致空间的一个子空间的—种结构. 

71 开覆盖与紧致空间 

致”绘！!标准拓扑中.考虑 R 的—个子集.本章的目标是，确定图中标记“紧 
致的子集与标记-非 紧致” 的子集之间的 区别. 



雜集 


图 7] 

钱 _• 料作致 性有关 的重 


R 的 H 与-非紧致" 
要定义开始讨论. 


子集 




M 5 


(见 


定义 7 . i ，"足柘扑空问 Y 的—… () ^ ~ 

ll ) 集族⑽力覆盖、或 u 的-个 « 盖， 如“ 包含峡. 

⑴如采染族 O 瘦盖 而且 o 中每个集合是 开的. ^集合的并之内. 

以.） “ G “的4开覆塞 

<3> 如采 C ? 瘦盖4•而 CT 是 O 的同样覆農4 的一个 . 

由基的 定义可得到，一个拓扑空间 X 的任 一 I 是 x 的' 个 称为 O 的一个 子覆盖 
以謂个区间集族 厲着 * 

=卜”’卜 1山“0,2)，（1，3>，••” 与仏= 

都 j | R 的开薄•盖. “1我们对这钱族进行观察 b [ 既 ej 能有由无限 二 ， 

也_由有限則⑽_的开 覆1咖 ㈣ 开 
多 f 集合的幵覆盖，叩诱导包含有限多个集合的一个 f 别肋 r ,, 包含尤限 
定义 7 .2 -个拓扑空是紧致的，如 U 的任开 下的 定义： 
例 7 .1 在标准拓扑中的实轴 K 不是紧致的•由于 

是一个开覆盖 • 但是覆盖 K 的 O 的有限子篥族不存在，（见图7. 3<> 



图 7 .S R 的不具有有限子*蠡的_卜砰*蓋 


图 7.2 A 的一个开 * i | 

例 7.2 设 X 二 U !, xj 是仅 a 含有限 f 点的一 f 、 拓扑空 •! 司.那上 . Y 是长 洗的 •这 

是由于在 X 上的这个拓扑中仅有有限个开集，因此 . Y 的任一开 I 盖已是有限的 
我们把紧致性的定义推广到—个拓扑空间的 子集. 

卜 定义 7 .3设 X 是一个拓扑空间，并假定 .4 匸入 •• 坏么 .1 你为在‘ V 中是紧致的.如果 
4 传承自 X 的子空间拓扑中是紧致的. 

★以下的引理，便我们能够通过考虑由： v 中开集所组成的.^的癯盖.而不是考虑由 V 
* 间拓扑中 开集所 组成的 a 的覆盖，来检验拓扑空间\的一个子空间八 致的： 

的由弓 I 理 7.4 设入 •是一个拓扑空间，并假定 ,4 C .\. 那么 A 在入中 是 t 致的.当且汉当 
=令开集所形成的任一瘦盖存在有限的子覆 1. 

，明 A tE X 中是紧致的，并设0是 ‘4的由 X 中卄集所形_ : W 

: ^ eo ； 的由种开集所形成 m 闲此.料 o •的 ' 1 
C •，•， arw . 但是 • 似， l /” •• •，⑴⑽的一个有限了醒證.所以. 

=的任、《1，存在有限的子 價盖. .. 

乂 过来 ， iSt A 6 <] ,13 A . 中开集所形 成的任一《趙. ㈣ 有限的子朦丄 


t 有限子爾 f < t»,n 


，由 . v 屮汴 






























图 7.4 K 包含 A 中所有的但有限多个点 

例 7.4 考 J | R 昀一！•子空间 <0, 1]. 此空间不是紧 致的. 集族 0 = jd 2 )|KZ 

⑺ ， 1] 的由 R 中开 篥畈彤成一 >覆蓋. C ? 的覆盖 （0, 1] 的有限子藥疾不存在，因面 （0, : 
与 R 的子空间一样，罄不是紧致的. 

两个同狂的空间要么都紧致.要么都不紧致 • 通过一个同胚 • 一 个空间的任一 开覆盖 C 
就成为另一个空间的一个开覆盖 0 . 类似地.通过同胚. O 的任一有限子薄盖.就成为 CTI 
一个有限子復盖. 

由于 R 与 <0, 1] 不是紧致的.于是可得出.形如 （fl . /0， （ — Co , b ) ia . oc) t la,b 

：a，<a，6] * b ) 的任一开区间同样不是紧致的.形如 [ fl , 的区间的情况如彳 

呢？在节我 们将证 明这些 区间在标准拓扑中是紧致的 

* 实际上我们并不需要全凭同胚来确保-个紧致空间映射到一个紧致空间. W 下的定取 
心正如连通性和道路连通性—样，连续函数保持紧致性 

致的定理 7. s 设/: 是连续的，并设 4 在义中是采致的那么 ， /( A ) 在 v 中是 1 

的续的’并设 Aftx 中是紧致的. W 证明 /( A ) 中是炉 
x 中是汗的. 因此^ 中斤集所形成—个覆盖.那么，对于 o 中的任-开 糾. r( L ’ H 
蒙致的.引埋 7 4射 Jt ' U>lUe ° 是 A 的由 X 中开集所形成一个 獲盖. 由于 4 ' 

是冢致的. • 復羞/ ⑷. 因此， O 有—个有限子9盖，殖涵 /( W 在 


f 兴 




1 二的一 .于 s , 由子空间拓扑的 $ 义， 

二 

于 u 的由 W 汗集所形成的任―覆盖. 有 —个有限的子^ 

因而 a 是紧致的. I 

例 7.3 在 R 中，子蕖 〆 0 、 U |i 是"的，七』看出这一点.设0… 

中 I 盡所* 成朽 .4 的-个 獲蓋. 扣中至少存在一 M 含点0的开集心这—开藥包含恥 
禾有的，但至 HIOM . K ®7.4.) 如果 K &含-4中所有的点 • 对于自身表 

说.是 cm -个有鼠子稽蓋.$-方面，设士 o 中不在认中的最 小点. 对于任-点 f 金 

( P 中存在纪含它的一：、开笔 L '，,- 于是得出，有限笔族，^， •••• 是 O 的 一卜子| 

€. S 义. 3在 R 中是癸致的. 


- — - - - -— 

^角 7.5 的- M 接结论—个时挪 AH 挪料馳 — ^了^ ——— 
的原象，而商映射是一个连续函败. 霣霣的 ， 由于它是丨在一个痣 

滅以 f 的定理为紧致樂的并与交的紧致性提洪了菜毪 结论. 

定理7.6 i 4 X 是一个拓扑空间. 

^ p 如象 •… • t ，在 X 中 都是緊致的.坏么 U f 
(2) 如策： V 是一个豪斯多夫空间 ，而 


彺 X 中是緊致的 
C . ! 心在 •”是 緊致的一，集秩.•在 


X * 中是索致的‘ 

证明见练习 7. 2. 

紧致集的任餅米必危紧致的 < 见练习7.3>.阪果我们在定理 7.6 的第二部分放弃^ 
是 豪斯多夫空间的假定，那么紧致集的交集末必是紧致的 （ 见练习 718> . j 

以下两个定理说明 • 闭与紧致是相近的 1 有关联的性质. 

定理 7.7 设 X 是一个拓扑空 问. 并设 D 在 .Y 中是策致的.如裟(：在 X 中是用的 ， a 
( TD . 那么 c 在 X 中是紧致的 • 

证明设 D 在拓扑空间： V 屮是紧致的.并设 r 在 X ’ 中是 闭的. area 此外. 还设 o 培 
r 的由 - V 中汗集所形成一个覆盖.集合 X—c 
是歼的.把: v _ r 添加到集族 o 中就得到一个 
新的集族 (T = ( PU 丨 X — O * (见图 7.5.) 集族 
cv 是 x 的一个幵 M 盖，因而是 d 的一个幵覆 
t 由于 D 在入中是紧 致的. 存在 o ’ 的覆盖 D 
的 一 t 有限子 M 盖.集合 C 被 O ' 的这个有限子 
覆盖中的那些集合所覆盖.这些集合原来是在 



图 


把.V — r 添 fto 到(：的 中. 
得到 St •空间 Y 的一 t 开謂廬 


仏中的. 因此. 存在 o 的覆盖 C 的一个有限子覆盖.蕴涵「在 X 中是紧致的. ■ 

定理 7.7 意味咎，一个紧致空间的闭子集是紧致的.然而 ♦ 反过来的关系一般不成立. 
以下的例子说明，在一个拓扑空间中的紧致集，未必是一1、闭集. 1 二 

例 7 . s 考虑在有限补拓扑中的实轴 R — 的任一予鏖是攀致的.（见练习 ‘.1.* 鳜开 

r 身.任何其晚：…\ H 下是闭集. ' 

的子 藥是紧致的，但 却不是闭的. 

在一个拓扑空间中的紧致集.虽然未必是-1^闭集 . ® lwT ^ fe 1 
的伏况•此时紧致集自动地是一个闭集 • 

定理 7.8 设.\，是一个奉斯多夫拓扑空同•并设义在入申 K 致 7 

甩的. 

r 证明 U 在豪斯多夫空间 X 中是 f 致的.力 

乎是， ^ xex - A , 我们来证明 • 存在-个幵集 17 •使得^ ’一 

由子 .\•是粢斯多夫空间，我们知道，对于任 
、 -• . (oi 7. ^ ) 千是 • = lJ 


存在一般 


邪么 • a 在\申是 


存在分离开集 k 和\，.陕缚 
仑开 螓. t 4 if a 记紧 a 的， 















叫“疗 扣 的 h ， 限 mK . • ••••'' ，•设 v , P ' ■ fn r， n ^. ( . r ^, [fj(j 
ft 使 m 且的开集.此外 • 山浐对于任 "' J ' W 讣珣的，山此佴出 {/ 1 
同样 ㈣ 崗的 • _韻 Mm ^^ ref / c.v 乂找们所 k/v 

A 路汗的 • 也涵 a 闭的. 

以 F 的引 埔有助 1 找们 随后 证叫"限多个紧致令 ㈣ 的枳以紧致的. 1 

引理 7.9( 管状 引理）设\与】*是拓扑空间，并设 V 足肾 致的.如果 reX . ii r; , 

中包含」•、，的一个开集.那么在 X t 存在了的一个邻城 W 使埒 

引押断如染 (1 E .\ I 中的 介汗 敗位汴 H •中的 ** 个薄片 U \ XY , flP 么介以 
夂此 薄片. 且包含 f ■此汗策的-个汗的竹 ( 'ALHN 7.7. ) ㈣ ， 不作 絮致 
定.引理来必成 t 见练习 7. 12. > 



图用棄斯多夫性质把/从\的点中分麋出來 ffi 7.7 妒 xyfe 含 F 幵集 I ；之中 

—证明付于任 . v 6 V _ 在 Y 中取开集 VV ,并在7中取开集 V v , 使得（ X , y ) f W 
\〔17.錢的一个汗罹盖.由子 y 是紧 致的， Pi 此娜多个这样的集合，倂 

如 V . ••.•，'榷盖 V . 设 w hw . f 是 W 在 x 中是开集，而由于任 — WH 所 
以叱包含 A 注意到 


wxycQt ^/ v ^ cu . 

^7 Ml «如我们 ㈣ 的，它包含于 C 7 之中. > 

证明设 onvV 足紧致的拓扑空间•那么 • 乘私 xxy 是敢致的. 

的此 . o 的付于任 •柒合 w / y 在； ^中 是，_ 
m 开的， ' ，樓叫设 R 是在 o , 中这些集合的來樂合 a ， 
〜=二=:二，一.“:-个开集〜』 

集旌 •人 ^ 4» 

餐•例如 W •一 . v / 所_ Y 卜个幵 # t . 由于 X 是紧致的，它被 W 小的何限土 
个 f 窠難， ㈣ 限的， iiJi ：^ 足得出， n *. u ." uo、wm 樂拣 l ’% ‘ 
绝嫌 AVVM . 崔致限級的 1 •㈣ I W 此. O 有一个槽舱 


魎定雇 


I •K 


如 H W ㈣㈣ 扑销 X w 的作，縣，糾自 X # 


V 外 ijlMI ， 的中’枳， 


Jiv^ll X 


fK / A x 


M () 




“的 n " 拓朴挺 


轉的‘咖.心” 


» U \ 


个 ㈣ 供‘ 论 f 讀卞_从， 

准论 7 •"设 x " …’ ^拓朴空叫， tfe, 

集 郎么 △•/•••>< 七 是积空阗1 〆 … 〆 x •的子象卜 h -， •”， 人著.- V 的攀篇 


1 节⑽ 


7,1 HT 明， »【•汁 A 厂 KKU K I I )御.祐鲁卜“的 
U 证明定设 . VW 个拓扑窄阀. 

^顏 W 7 . 6 咖 ㈣ 7 . 7 与 ㈣ 以之期. 心齣用⑽ 

⑴如 j » k :" .”• 「•在欠惰縫妓的.策軌 


<2 J 如果.、逆 _ 个豪斯多失 9( H ). 闹中 H 败的象鹯 
7.3 堆例 说明紧 致嬝的 U 廉幷米必 ft 篱致的. 

7.4 证明：具有败字轴拓扑的 X 不愚* 玫的. 

7.5 设 A "― IO > 为在 R 屮挖去埭焱的 WA . U 明/ \ fft 鬵韪的 
7.6 考虑 ZI : 山暮《 M L «， IKZ •:所1成的拓 f 卜 
<1>确定在此拓扑中（一 5, 5> 是否为 Z 的蕈 fir 集 
m 麴定在此拓扑中 zm 否为紧致的. 


v " ••的 


7.7 狄利免茁家败定珣揹出 • 如 Wei . A 5 家.邾么， ... ., 

加 •…丨 包含 X 限个 f 数.利用此结果诏明.良此 1 M 教叫拓«•中 . / r C 1 •的 
7,8 设个紧致的拓仆空阋，并设：<，. .，. C.V 中耐阡-/ itk a • ( u r»n uhm 


f | c ；^0, 

1^1 

7,9 证明：如果 A •圮个蓠致的豪斯多夫交间 .那么 . Yi ^ f 颯的佚 1 . nui 咐、< I 朽 no ' 

710 征明定蠼 7 J 0 的逆痗耀,如擎 x ->， t * 鼓的 • W 么 V 与 Vflltf ® 的 

7，n M) ^ I ： \ -V I ,' 1违 续的収 射函欹 UF 明，如雇 Vlfitw , tfl V i 卜靡蟖多氣•穿 W •赛久 


III 


7.13 


f 麟 - tPI 驊, 

r*w 


/ft •个间胚. 

{ 2 ) 岑•个例 r , 其中 /• a * ♦>*it tA 讜的 a «* 败， v 鱷 章教的 . I ” 

⑶挙、个钠 r . 其中/, x ，>.身--令违嫌的 ㈣ 淡數.’ ••多 u . _’’， 
证明 I 如采找们放舞 v 懋 鬵教的 齣定.》么眢林引灣家必 I 中《聲’ 

中 I s 幵集1/的例， . 使得 n ， 卜_片， v : w . fi ’ + CU 
_片的 > w x V , 

设/« ft •个成败./ 的明 f (i)) lt 

U) 办铢 *»J 4 . JO 中找 ITjLift 明过’ tot /. A *V 螬的 • 

•个闭 ft . 作此找 fr 】* a 明它的述 即 

的彳 网厂_.«么；趣*|樣 nwnftw 瑁 

叫… n f ， r ，.、 、’ 二广:’:二二“.以 

u , 吐明； 如珙拽 (TJ 放舞 V ft « tt 的 « 足 •擧么 


X «义的戈 參 

夫 x-v w 

m •冑设’ 

| Q； , WAV 中，… 

> 之中 

屮的 w 论泰必縝 


#明. 


•«« 











^_ _____ 屬 ， f 

_ 一 _ 一 - - - - 

—一^7通 — 田形1 闭子集 ， 但^眺 

7.2 度置空 间中的紧致性 

n “ M 的焦点 ㈣ 麟准度歎和标 准拓。 _，—个集 合有时 定义为是絮敎 
二 dfl 的和有界的.本节我们将 证明. 这样的定义与匕经給出^扑学的定义是相 
、的 子轻我 们提出•把定义的这种等价性的賴.转化为" ■■般 的度財;、:间. _• 我_ 

|5]中的紧致集.提出菜些电要的收敛性质. 

= 郎舶 来证明《中随界闭区间是紧致的. 

弓 1理，.⑵区间套引理）设 [-. 认 “ U 中对于任，使得 [〜， Q 

r u .. fcj 成立的-个妹空有界闭区同的集族•那么， fl ^-* 是非空的. 

证明偎定对于任一 w eZ ' 如图 7.8 所小， [ a ”” ， I ]匚 [“" ，乂]成立.于是得出, 

这些区间的端点满足不等式 

索合 u . Uf 是有 i ： 界（例如对于任一的，因而有一个上确界 同样， 有- 
个下确界 fi . 注意到 A < JB ， 因而 [ A ， B ] 是非空的. 


a n 〜 Li K 

图 7.8 对于任一”，区间 [ a . M .〜,] 是 [ a ,, 的一个子集 

我们断 g，f|l>”， &]=[九抝，为了完成引理的证明.首先，我们来证明 f|l> ，，久 ] C 

n-i *«l 

[ A ， B ]. 于是.设乂门[^， U 那么，对于任一 & [屯， 6 n ]， 蕴涵对于所有 n , 都有 A 

屯 a 冷.因此，且: r < B ， 即 B ]. 因此， f ) |> n , fe „] C [ A , B ], 

«*) 

为了证明 [1 B ] cf ^[ a .，&]• ^ ff - x e [ A , Rl 那么，对于所有《， 都有必 - a 

厂飞』此，士[]^, />•]. 于是 [ A , BjcQk ，6 J , W 而得出 jpk , 〜； KA , 耵馨 
如】果找_幵区间取代闭区间，引理 7. ^就未必成 L _，"非空有界开区间_ 
(0 . 士) l nez T 对于任一仏满足条件 ( o , 1 )c(0 . 丄)，但 n ( o . 士广 0 . 

^ ^ “有标准拓扑的《的 4 紧致 5 .喊 
的^子歎族 中的开集所形成—个甩盖* > J 了引出矛盾， 

冬 mi< W 。分为1贿_区间 「 a , u ^ rb ^ r ^ rb ^ _ C 7«# 
蜗 "1、 区 ㈣ .对其中至少—个汉问 2 . . L 2」|_2 」 r 

- ，0不存在包含它的有限子集族. （否则 (9 存在癉論 


技 


性 




- - -- - Ui 

,彳有限子集族.，6找議 m u . 

以类似 的方狀选取[“_， M 的-半 • 它不被 o 的-个 有限咖所覆鎪 •，；； 把它以 

H 过严=说:给5 二的- 个贿謝 _[ “]的- 啊集 

的一半， 被⑽ 一个有限子集族所亂件把它 ㈣ 一… 乂」 集 


[a*， 〜] 
(pi 7. 9.) 


a — K , 




u ★ K i 

ffl 7， y 任一区间 [*»•, 乂]不被 o 的一个有限子集族听爾躔 
考虑区间的集族 <[ a ", . 银据这些区间的构莅，付于任 —„ ez .. 以 F 的命® 

(1) \_Un^\ ♦ 匕 i ] C [ a "， A „]. 

h ~ a 

(2) — 

(3) [ a ,, 6 J 不被 O 的一个有限子集族所覆盖 • 

由引理 7. 12可得， f | L 〜 • AJ 非空.设1在此交集中.于是， x 6[ c *. A ], 因而存在 

n«l 

1/60,使得 1617. 由于1/在 R 中是开集，所以存在 e >0, 使得 U—o j + dCia 设 N 

是使得的一个充分大的正整数.由于 m fib ,, •于是得出义[“>， u .此 

外，由于〜_〜 = _<“可得[〜， 6 w ] C (^- c . x - hOCU . 但是[叫，由0中的一 

个单点所薄盖.这就与 [⑽， 心]不被0的一个有限子集疾所喱蓋这一事实相予^ 

因此， O 的一个有限子集族必定覆盏 [“.*]• 因而得_ 
例 7.6 回想例 3.17, -个 拓扑图 • 是通过取有鼠 多卜点 

族，是一个紧致空间，这是由于它是紧致空间的一和有限因此， 

据定理 7. 13和推论 7 . u . 

定理 7.14 设…， L «”， 匕]是的有界 
两区问.那么， [«•• b ^ X - XLa ., bj 是 Rl 的一个於致 
予集 .（ 见围 7.10.) / 

=用定理 7 . 14 , _就能完全嫌定1准，二一 u , 

^致子集.樹回忆在一个度遘空间（ X ， ⑴中 ，集 f, - _ 

’， 々_ J : fh , ve ,\. _ .川 •'，•), ，， ;|L , r K - 之 "的. “教 • 

疋理 7 . IS 设 R " 有标准拓扑和标准 t 耆丄在 R 

















I 4 i _ _ _ ___— --^ 

它是中足紧 _ J 么， 由 r « 是豪断多夫空间，由定理 
_ 的. _11 K .' 内中心_点的細■成的_心⑼ O , ( 

1 mo ^^- 卜 紧致的 • __中■多个的集合 SU 

E , 存在 〜.€Z . 使得 AC 祕从 因此，对于 I ， 々 A ’ 我们有 c / U . y )<2 N , ^ 


Z ， l . 

有界的. 

再假定 a 是右界 a 是闭的.设 


(tii • 



图 7.11 


榘合 A 是紧致集 

[aj - M , ai+AflX 
[ ja，i — M * at + M ] 

的一个子集 


呼很 疋八疋”^ 

有都有^ • 于是.如图 7. U 所示的2维情 

况. A 包含于区间的乘积 

/> = [〜_ M ， a , 十 M ] X …X [ a . - M ，“- + iW ] 

之中.由定理7.14,集合尸是 R _ 中的一个紧致子集.由于 A 
是闭的且是尸的一个子集 • 于是由定理人7可得出 • A 在 R " 

中是紧致的. ■ 

对于具有标准拓扑和标准度馕的 R ” 中的子集，定理 7. 15 
缰涵，把紧致定义为闭且有界等价于定义为开覆盖. 

再看图 7.1, 我们发现，在平面中标记为“紧致”的那些 
集合，恰好是闭的且是有界的集合，而标记为••非紧致”的那 
些集合，是既佧闭又无界的集合. 

例 7 . 7 圓同义是紧致的，由于它是 R 中的—个有界闭子蕖.回想起一个纽结是 R 1 中 
斤的一 + 條人. 由于是 f 致的，因此这样的一个嵌入的 f 象，在 R 3 中是紧致的.我们通 

常认为，一 1.纽结是在 R ， 中一个嵌入的 f 象，而不是此纽结本身.因此，我们称一个纽结 I 
H 的一 1、‘辛致子集. 

例 7.8 环面7•是紧致的.我们可用以下 3 种方法来加以证明. 

方法1环面是由_个圆周绕 r 轴旋转而得到的 I 的子空间（如例 3 , 5 所述).环面是闭 

^由由^已的补集中的任意点 ， 存在与此环面相分离的，一个半径充分小的以那个点 

面是"•的，由于它包含于中心在原点•半径为4的球中. 
因力此环面在 R 中是闭且有界的.所以它是緊致的. 

是崎，是紧致的. 0 此，这个环 ㈣ _ 

_方:正方 : U :是把 正方形 的对边视为相同而成的-个 ㈣ :: 
心 是-个连續函教.^ : ； r 因而是 紫致的.此外，在此正方形上的-个^ 

教“—个连續函教的映射下，空间的原象是紫致的.畛 


这个环 面是紧 致的. 

的结 r r ::;^ 


影 f 面分駭紧 致的. 


圆环 


维环酿•个紧致拓 
默比鹃斯带' 克_瓶，球和 


致 


•M 
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采在定理 7 . 15 中，用―个任意的度量空间来代替 R ”， 

，—等 价于闭乱有界吗？间答是否定的.这种等价 有-种 含义；续有玫更即 mv ， 

S 二 S 在练习7 ^中证明这些结论.个度 h 间中闭 a 有界的子集未必是紧致的. 

在禁致性的槪念方面 • 数学家试图获得的-种性质，是序列有-个收敛的子序列 心 
f _ 中，我 m 扉抒—个度量挪中的紧致11靴 纖術 在以 

定理 7.16 设（入 ，力 是一个度 f 空间，并设‘4在 X 中是敢致的.如果 （J • 是八中 
的 〆 个序列，那么二存在收敛 tA 中的一个极限的 （<rJ 的一个子序趵（夂 >. 

证明我们断口.存在使得对于无限多个 n . 所烏以 U 为中心的非空开球都包含 
膜设这个结论不成立•那么，对于任 l 6/\. 存 使得对于！多有限多个 
£•) 包含序列 （ A ) 的项.考虑集族 0 = < B d ( a , eJun 不存在有限个 C ) 的子集族能 S 盖序 
列 UJ ， 由于仅对至多有限多个《，每个集合包含序列 UJ 的项. 而在另一方 
面， CV 是紧致集 A 的—个开覆盖，因而存在0的1盖 A 的一个有限子集族.由于此序列 
I 在 A 中，这就产生/ 矛盾. 于是，存在 fl € A ， 使得对于无限多个 n . 所有以 u 为中 心的诈 
空开球都包含 

再对任 一# Z ‘. 设是在序列 CxJ 中使得,旦'弓扎卜士）的一个点. 
于是， U w ) 是 （ x „> 的收敛于 A 的一个子 序列. ■ 


例 7 . 9 考虑由 


V y ' T ' T * 8 ’ 8 ’ 8，8 16 16 / 

定义的 [0, 1] 中的 序列. 此序列在 [0, 1] 中摆动 • 而在此字列中没育重 燹項. 羚而，由 
f [ o . 1 ] 是紧致的，由定理 7.16 可知，存在收致干其点乂[ 0 ,的一个子序列.育趣的 
是，在这种情况下，我们可以做得更好.事实上，对于 任一® €[<)• 1]，#在一> 收敌的 
子序列.（见练习7.20,) 

对于度量空间来说 • 一个重要的收敛问題舒 ： ㈣ 在一个序列 U .， 中的点彼此越 
趣 接近， 那么此序列收敛吗？在本节余 T 的部分研究这个问题. 

• 定义 7 ]7 是一个度量 空问. X 中的一 M 列 ㈤ 你力柯西序列•如策对 

于任 - bo , 存在 ivez ,使得时于任〜“ 部有越来越 接近. 

提二::时二 

㈣ 提出了 疑问： fJ 邛么《心）在 K " 争收鼓 

+—定理7.1 8 设 （ x ，> 是 IT 中其有标准度 h 的 一个 K 一 

1板限. ^ ^ U .) 關內序列.因此存 

证明 设 （ 1)埴 r " 中的一个柯西序列，取一 1 " ' 中心匁 h 的 Ml 

叫2、 J ( S m * U ••，） 作 【.屮 . 


坤. 


) u 设 <•(! 半径为 _ 

私. cT：^:: :二二;的: •_ 一 










IU - --- - 

由 定理携 • ”中_ —) 有-个收效聲 ♦的爾 

原 H 乂！^:于 (:•> 是一个柯西序列.我_对任 - ”，选取 
使得对于任-” N , 都有心, -)< f 再设任一 ㈣ 我们 舱证如 , 

以证明 U > M 予 J •.由 F (〜^“， •••） 有一个收敛 [ r •的一个子序列，因此存注 
j ^ M , 使得 t / U ,. 尸><|■.而 h 意味着 t / U *， 1,)<专.因此，由三角不等式町得 

du t . 这正是我们所希望的结果. ■ 

定义 7.1 9 —个度量空间你为完备的，如果 X 中的任一柯西序列收敛于 X 中的一个 
板 AL . 

由定理 7 .18可得，具有标准度童的 R . 是一个完备的度1空间.然而 • 如果我们设入 = 


K ：0；具有度量 Aj :， W 二 1 jr -_ y | ，那么 X 就不是一个完备的度量空间了，序列 

y . …) 在 X 中是一个柯西序列，但在； C 中却不收敛. 

以下的定理是有关收敛的另一个有用的结论. 

定理 7.20 如果 -Y 是一个紧致的度量 空间， 那么 X 是完 备的. 

证明见练习 7. 21. g 
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7.15 
7. 16 


18 




甲的作空有界闭 K 间 

是使得 . A , CA . 




成立的 H 中的一 t 非空 W 


如果我们用 R 中的作空闭锋:來取代 „ 

下的命 a 或举出反例：如果对于任-"云 7/ 

族，那么0丄是非空的. 

-f 

证明：[0，1」在具有下限拓扑的 R 中不是一个紧 致的子 

•L 侧是_的：致:^所爪的 ㈣ 2，,，0<2> 与 ㈣ 3, 秦 

致性来证明 1 F 面与球曲是不同胚的. （请 回忆.在 fi2 * 

中.我1(】@<彳许 多啦间 加以区别’“ 

与球面.但我们曾指出， 以及 ㈣ 

， «__致《彎 乂 =面与球_以 
^我们论 L ㈣ 找们岐 理中“ V . 

件，奴集的交，未必^•个间的条 
<«' mpo ， n « | lncl 设义- KU , 累抖 集定义附加点轴 

之中的一个附加点.⑽是由所右爲中 U 不包含在 K 

，BM2 

⑴ ㈣ ，邮个拓扑的…料）所祖成的 >：的子集咏. 

h ㈣ x 上所得到的拓扑不 H 豪斯多切 
⑷ A •的网个料 M 」4斯多夫的. 

致的. m 嫵介奥 紧致的 • 而它_4彳 




A 'j /i . 嗶个站队 

的个，#致1 


7.J« 

7.3 


技上 

_ 

毚的 

⑴设 （ X . »/> ft - 卜度徽空网 • tf 明 . SlIMftXfO 灿瞩， 

下羅有界的. 

^ 擊《说明一'「度鼸空问的 flftfUM 

中所定之的帆 ‘： 1 . ••••,•_ .. mm 

证明定 am tot \ ft -卜 »» 的邃 _? 阏.鬈二、迻龙备麯 

极值定理 


，龜 __• 瓤_«_ 


与介值定理一样，极的定埒钇通 常在微 H 分灤稃中引'的•以 拓仆 肀、从•、 
正如我们在第 6 争所疗到的 • 汴值定理所涉处 的疫在 1 连 4 的定文 Mf 的\ , 
我们來证明极值定理的般 形式. 件 1 虑它的作客有用的坫沦. 

为 f 起步. 我们滞要 F 列 引理. 它指出 • 丈轴的每 Mfftfn , 

值. i 见图 7. 13，） 


m 7. i .< k 的％ i、Kn m 


引理 7,21 没 A 是 K 的一个笊致子乘.那么吋 f 叫 <[,次 ( T 

o < M . 

证明 ^此 ， JUijiii i 仏 1 t Ml n . 最小值 《M U . Af Atvt 

， R 中 Jiwa 有界的. w 此.\有 上蟬. 釋 . KhH ««. It 

于所有 《 6A , d 我们 ItfH iwe \. 找们 U 柑出 4 ■的 u 叫此療 '*< u, - ' ‘ 1 


A 适闭 的. 所以 p 了得出 • # 在一个 《 o •使得 （M *• M 如 dfM •• 卜 tt . /w •: 4 M 

的小于 m 的个 上界. 这耽产生 r 子焫. w 此，戍娥之捆. ■ 

押 W 引邶 7. 21 • 我们就用嫌立铒值定鑭 • 

定理 7 .22 ( 极值定理（一般形式 }) 仪 \是妒 H 的 • \ 丫 H 的印 •• 

4x 上有最大值和最 小值. 即疗戌“， At ： \.使饵吋 j 叫九的 11 、•齙* M, ’’ 

/(6 J , 


证明^ r x m 紧拽的， ifuii / mu 噹的.山.".⑼ 

= 山 _7.21, /m 州 

^ b^x. M，|, f na) .. m ^ fU、- M . ㈨ 的， 1 

"' ,[u) ' m f { , ) Af f<hU lA*f W 找们所叫的 ' 

..广 7 •⑷： 、 h “ 吖 iv …•.“ ， ' 

• 峰上作舛 K 觖 A 的溻逮鄒 f 恥， ▲ 从 •如的你 

御 mim ,,,__中___^’ 以 


/( X) « R W 1 、第代，鲁 
^ m ^ M ( Wi 、、 屮 H 
\. 找_ , w ，“ 


__• 柙 蟯舞旳•嘯 
<»•成》釋 i 
















fi\a. b\) 


■- s 论巧 r [ rd 以 值定理 > 取定 / i [°. _是连料 nuu 

h K 

腹定是连读的. 

有界闭区间 • （见图 7.10 _ 

证明见练习 7.22. , - r - 

极值定理是-类最优化定理和应用的 基础. 考虑以下 

的 例子： ^ ^ 

例 7.11 免菜因出皈社的出坂商们，想抓泣人们热衷 

于应用拓扑学的新浪瀬.他们计朝出版一部应用拓扑学的 
教蛘， 与币场上那些现行的教材来竞争.经菅部门答应为 
首跃发行提供50万美元的经费.这项经费分配于图书制作的几个方面，包括著作权合同、编 
辑费、 印剐 f , 广告费和发 行费. 设存在《个变量％，…，％.出版商们进行这次风险授资 
所 t 預期的收益 • 取决子对这些资源如何分配.例如，如果他们选择以高价格的默比乌新芾 
的皈本格式和最小的广告经费.与他们曾经用过的标准版本格式和最大的广告经费相比，将 
给能们带来較1的利益 • 于是我们就把收益 P , 当作变量奶，…，％的一个 函数. 当然要很 



图 7 . 】4 对于 一个连续函败 【 a , 
幻一 R ， / 的象 |(〔 a . 

是 R 中的一个有界闭 K 间 


定 P 是连续的. P 的定义域是由 

0 = {( I /, ，…， V -) | Vi ^ 0, ••*,!/„ ^ 0以 + … + v „ < 500 000} 

%给出的 R •的子集.由于 D 是有界闭集，它是紧致的.因此，极值定理蕴涵，对于教科书的 
计划方案，存在有关资源分配的_种选择. 

然而 • 极值定理并没有告诉我们如何找一个函数的 M 大值和最小值，但它确保它们存在. 
这是一类典型的拓扑学定理.同介值定埋一样，极值定理断言具有特定性质的点的存在性 • 
但不能提供它的精确位置. 

以 F 的两个定理，将有助于我们建立本书随后的一些结论极值定理被用于各个结论的 
证明之中* — 

我们 m 乙起.如果 a 与 b 是一个度敎空间 （ x ，心 的子集，那么我们定义 a 与 6 之间 
的距离为 


J < A , B ) - ^ib{(U,u.b>\ a A,b B). 

理指出 • & —个度量空间 中的两 个分离紧致集之间，存在-个正的距离 . t 
设（ X ,⑴是-个度量 空问. 如果 A 与《是乂的分离米致集 • 邪以 ， . 


定理 7_2 S 

还明 

X 


:=数是连续的 < 见殊习 5 .⑶，而 由推论 7 . 1 “ 张合，、乂 t 


x 中 u ⑽. 因此， 贿 ㈣ 柳， at ^ 


及$8,存在及 /, 6B , 


d 在上有最小值. 


使得* /( 


b' )< tUa. b). 


也软是说 1 
f 足得出 • 


*/( 4 . 


ft 




闵而 dKa' 


- f#r 

b ' )>0 - Wnt . 為 • fl \ 


即在 t 


• ••>的 
j ( I , 


- W b' )• Hi ^ A h J H 适分典的， a^b 
这 iE 经我们 装的结论. 

0, 注记如 U 们用“⑷"取代 H 定 ® 7.25 的以 
中，可能存在满足 AA , 出=0的分离闭集 与良 < 見蟓巧 7.23. » 

—个结论中 • 我们使 闹的一 此函数，是通 ii 求一个点 y tlft 空岡中 
糾来定义的.特別地， 设欠 是-个度最空 《• 并设 MX 的钟％ ,1, , 

A> 来定义 / a : 于&， A ( x ) 是单点蜓，：勺集合/^ ㈣ 的矩离.我 ! n " m 把 t “ 

为 JI 点 JT 与集合 A 之间的距离. 

J 引理 7.26 设 WY •山是一个度量空闽•丼设*\是入的一个 f 桃.^ f s(l) , li( f . # 
A) 定义 的函数 ./ a : 乏连续的. 

证明见维习 7. 24. ■ 

以下的引理告诉我们，巳知一个轚致度最空间的一个开覆 贏存介 twn\. 使 fif" u 
有半径 小于此 阈值的汗球，确保位于此汗覆盈中的策个樂&之中. 

引理 7.27 { 勒贝格数引理1 设 （>：• c /> 足一个 / It 女 《• 外 ilCK 、 的一 
那么. 存在一个使得对于任一 16太，存在一个 A )'(' 

数 A 称为此1盖 O 的一个勒贝格数. 

证明设0是 x 的一个 开覆繚 • 如果整个$_ x 在此權虡>中•恥 “ffH < ，"in 
为此覆盖的一个勒贝格数 • 于是， 脬定X不逄此 Mfi 中的 集合. * 

由于X是紧致的. O 中有有限多个 集含. 例如『 •，••••【 NU. X I- • 

«，设 OX - [；•• 每个 C, 是非空的，由于我们假定0中没 A 聲） 芩1 v 山 

/tx) =去 S". … 

定义/: X ^ R . 于是，是 AH 4:⑴：1“1心 .. 

我们断言 • 对任一 •都有/( I 厂4 为 J 叫此 I ••二 “ n N u r . 

8 J / L | ( z » e , Wlftf /( JO 〉 士. 一 

咱数 / 是连 续的. 由引理 7.26, 句个 /• 部作的. 

攻的._扣以此外./的定义蜮位. ㈣ 的. 

( 山于对干所有的 _ r , 郎所以必 d njfl /| 0f .此 

lt 我们洱来证明 A 玷所®求的勒 W 格教的 I M H 

f 坤至少 M 他 An 少 — -个 ru . _紀私1’1釀*以卜 \ /. , i-.a 


A •出于对干岍何的 I . 郎打 /(im 断以 m 口、‘ r,f / I ,- - ^ W _| .‘‘ 

我妁冉来证明 A 坫所轚求的勒 U ! 格教 I V ^ , / I - i d m /> 

坤_集仏之的 - tr -^ oii.r 

l ^^ U ^ HAr.XK fM . 

"• u I 的绝 f * *'V _ H 的川的 c 1 n 
我_朗.侧 7, 27 的卜嘗 论，4.淨"成的-’“等 
樓论 7 .2 8 设 O 是有界 阑区阀 [“* 約的•山 
I u » 的 一 个剎分 
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<di <•••“- 


基 A 一个包含 [>,，♦★] 的 
使得吋于每个 〆 • _•♦• »，存在一个 

是用极 值定娜明的 另一个定理.特別地 • 刪理可用“ 
与中料本定 理时， 中触理是所使_ -二 

工章 ，我们 将用拓扑学的工其来证明代数学的基本定理 . 不过，■还不至于料 
积分基 L 理和代 数学基 本定理就是拓扑学的 定理然 而，洞察代数学、分析学 （微 积分楚 
它的-部分、和拓扑学这3门学科是如何纠缠在一 起的. 是很重要的.虽然它们在-个鉍 
数学的课程计划预备阶段是独特的、不同的课程.似它们所涵盖的论题、丄具和性质并没有 
什么本质上的差别.对此我们不应该感到 意外. 由于这些学科全都來游:子对实数系'欧氏空 
间和它们之间的函数的结构的理解 • 


7 3节练习 

7. 22证明推论 7.24: 设 [ a . 6] 是 R 中的一个有释闭区间，并假定 [ fl ，— R 是连续的.耶么•/■的 
象是 R 中的 f 有界闭区间. 

7. 23在度量空间（ X , t /) 中举一个例子*使得闭集 A 与 B 1分离集，且 B )=0. 

7.24 证明引理 7.26: 设 U _, i /> 是一个 St 空间，并设 A 是 X 的个 子榘.由 / A (_ r )-^( U >， 定义 
的函数 / A : 入 一 R 是连续的. 

7. 25举例说明，如果放弃空间是紧致的假定.勒贝格数就不存在. 

7- 26证明推论 7 .28 : 设01有界闭区间 [ fl . A ] 的由 R 中的些 开集形成的 - 盖.那么•存在 

6] 的一个剖分使得对于每个^ = 1， ••• • w ， 存在一个包含[“,-1，的 

t/,ea 


补充 练习： 蒂茨延拓定理 


设 a 是拓扑空间； v 的个+粟，并设/: a— y 是连 续的. 知道是否能把/延拓到-个连续函数 X - 

y 常常是很有意义的.也软是说，是否存在一个连续函数厂 x - y , 使得对于任一都有 
f(oh 


蒂茨运拓$理提供了 -ft 的条件.在此条件下，可得到延拓存在的结论.特別地 • 如果 A 是-幘 於 

巾 1 *^要么是—个有界闭区间，要么是-个开区间，否则就是整个 r , 耶么幕_ 
运賴保 能把任延拓为賴 ㈣ 

M U r 中中，我们对^ ㈣ 情况的蒂茨延拓定理进行证明.-般的蒂茨延拓定理_明 ㈣ 

- sa v ^；：：；；； f ^ 9 ; r …空…-衝集.仏一 
*_ 抑拓挪瓜明，贿-致 收岐理 （ 定理 4 .⑴，此定押已在,.，节中的 


醺立 


卿奸拓定理来„第 9 章中的 收痛存在定理 （定理 y .⑷赚 第 n 章用于对赛一 
琢⑽《.我仰势几个補助性结论.以下 的引理 指出."与 （，㈣ 嫌州 f 


.—-*5— .零师 

离臧闭 f 集. 耶嫩 一个麵 味眺它在^心 ㈣ 取咖 6 与。_咖 ㈣ , 

之阀的慷， 

' 5 |117.30设" L “ 羌“ A •的-个分离"《予1,并•定 ,，.… R 

“HP X - 1> ‘]，使埒《:>? ’ (的 H * CW e> . • 美争赋“釋么•羲 

^ ，•没 ，…、•"… 犧 a 、、 心请 ㈣ . d> 

tfui. rl -4 kt t'i, 


g ( x > =* 6/ V (■^ 

:二二=拓定， _______ 

" 5 IH 7.31 it . Y 是一个度量空网，且设 ACX 是⑽ u 錄的 

个邊 教# f : x * [— 务， t ]* 使得时于所有•都有 

!/<«)-«( o)|C y . 

证明引瑁 7.31 的思路是让满足 / IK 一■^的嗶些 A 成 u-iiS / U - - ^ r.«H , 

sum (- h = j . h 外 • h / '之 i " rn 动，（见田 7. h .> 特明廉 • 设 k - . j ' *, '") t i 

槊合 n 和 c 是 A 的分离闭子集.而由于4在. V 中龟闭的.因此 t 含8和 r 6 \中也 


W([f 々]). 

I 闭的.由引理 7.30 


• 存在一个连续函数 /?» A r -*[ _ + • tt 得 >f ( ~ T ) " H * ^ ( ^ ) 1 



7. 15 rnVlK a\urj ^ 4 - j 

1 证明对 ffi 一 《 e /\. 郎有 |'< d 一 ^ . , , , 實蠓 _ 

f ,. / 蜒•坏设 h ^ • 1 • 1 « ^ * 

•空间中系茨延拓定理的证明设 Ifi 度 d 、 的 1 Mlj/ . 找 _、 1 W 

r 证明此定理，我们在入卜构卜》次暹近 f /的违 
1 V ^ A 卜的函败/相等的连 蠘滷败 广 





























敎逢細映射⑽間卜 M }" 用 ㈣ 7 』.作^ ㈣ -:兄-[ f 

“从 料1 歐 w — M ， __卜__^ 

一 千^^]. "'^|| 

使得对开任一•亡彳，部杆 . 

|， ⑷ -#Md 卜•“- K “《) l 在 （ f ). 

SE 7.29 »明：讨 f 任一 都有、.,（■*•> +… 

对于任 _ w g 2, • ife (•»>+•••+«* tj!> 定义匕 1 X *[- l . 1 丄每个 ft 败 F •怍为鐮嫌_ 败的 

和是连缚的. 

SE 7.30 还 明： 对于任 - rt ^ Y . 函教 «的字列 （ F . UU 珐[一 1， 1] 中的一个柯两序列‘ 

由于对于任- » t \ • I F ". ( * r > 〗 是 [-丨 • 1 :中的一 t ■柯西 序列， 定押 A 斑涵卬列< (•!■}> 收敛于 

卜嘹限 Ft _ r » t -_ K 1 :. 按照这神方式定义了一个函教 F : \-[~ 1 , 1 ]. 我们断言. F 躭是我们岍要的 
/的延拓.酋先 证明 Ffe 连绫的. 

Ski . 31 证明函 教字列 F ：— 致收致予函教厂 

由鈹 收戧定理 <定理可得 f 是连绰的. 

SE 7.32 证明 ft / 的 t 延拓.即证明对于任一 fl 6 A , 部有 F ( a ) = /( fl >. 

因此 ， f ft 是我们所要求出的_/的连绒延拓 • 这躭完成了蒂茨延拓定理的证明. ■ 

74极限点紧致性 


数学家采用我们在 M 节中所引进的紧致性定义之前，曾考虑过另外一胜定义•例如 
以下的候选 定义： 

定义 7.32 —个拓扑空间 X 是极限点紧致的，如果 X 的无穷子集有一个极限点. 

例 7 . 12 在 R 中子藥 . 4 = WU | 七卜 ez ， j 是极限点緊致的 • 设 B 是 A 的一个无穷 

集 • 那么. B 必定包含形如士的值，其中„可以任意大 . @ 此， 0 是8的一>极限点.子1 
A 的无穷子策有一 限点 ♦ 1涵 A 是极限点 f 致的. 

七具有 有既补 拓扑的-个无穷子集 • 我们来证明 X 是级限点紧致的. 

而二的一 ，•： ”子 f . 我们断言，义的任-极限点是《的-个极限点.如乘 * ,e ’ 
U 犄别地 U ] ^ &含 X 所 有的， 不过是有限多个点，它与月交 0 限 

些点， 灌涵…的-攜点. _• X ， 
”限点. 錢藥涵： V 是极限点紧致的. 

二 T M 2 合在—起就可得出，“中子空间 A ， 叫丄 | _ 
_定卿， 料州 I ” 1 

如果一个拓 朴空网 M 紧致的.那么它是极限 


I 0 L •>* 

证明我们来证明， 


W 明，如裝. VI 、題限点萦致的. 那么欠耽不糾⑽—〜 

作的 . f 是. . m 不⑽极限点的无穷子 

;点，推论 2 扇《隊 W 此. 入-… 集.设 0 是 0 /集^「而=_ 
„那么 •（ P 足入的 t M f *^. 此外 • O 没有有限的子窗 ¥ d 了典 4 R>LI T 
(^ JO 中 的开集 r . 之中 * R 此， X 有-个不存在 ㈣ 子、 

例 7.14 IB 盘是果致的，因而是饺 I 斗麄场 mil 子塞畲一 

，存在没有明显 ㈣ 点的无限子緩.例如， 

A = I ~ K 2,3-**|, 

如 S 7.16 所示.此点集成螵绫形状地钵向圄阑 S k , 但是这 f 点 
| 没有明显的一个点，使这1、集合聚集在 其中. 尽管如此，定理 
7.33 告诉 我们， 这 1" 集合必定至少有一个极限点 ♦ 

定理 7. 33的逆命题不 成立. 正如以下的例子所说明的•极 
限点紧致性未必蘊涵紧致性， 

例 7.1 S 设 Z 有由基 

i B = { (― n * n ) | n 6 Z ” 

吃生成的拓扑.在此拓扑中， Z 不是紧致的，由于基 J 是一卜不存在有 fR 子飕盖的矸 蠼孟. 
找而我们断言，在此拓扑中 z 是忾限 点嫒致的.事 客上我 n 可以这明 • z 的每 v 非空子逶 
都有一 f 极限点.为此，设 A 是 Z 的一个非空子稟. * 是 t 合4中的任_个元素.对干使 
箨 M > Ui 的任一 / ez ， 可知每 t 、 包含/的开 t 必定包含、 s 此.滿笔 U 1 、 …的 任一/ 
是,4的一个极 限点. 因此 • A 有一卜极限点，裹涵在4平生或的拓扑中 . Z 是 《液点 t 
玫的. 

如果我们限制于度 t 空间.那么极限点紧致与紧致是等价的.这也是在度 t 宅间中成） - 
的•使于使用的性质的另—个例子我们将在定理 7.36 中提出这-结论，但在此之削找 H 证 
明两个有用的引理 

“引理 7.34 设 （ X ，⑺ 是一个度責空闻.如果^ L 是-个极限点•坏么，打 

庄 _ e >0 , 开球札 （<*• 与 A 交于无穹多个点. a ^^ . 

，证明设.是 A 的—个极限点.我们通过引出，盾紐_要的结论 . J ， =;、 
它与,4交于无穷針点』“• ••.•“.. 料中，砂有彳^ 

f ，由子广是,.\的—个极限点因此 

㈣ 的 • 且为正败. f 是得出，+督）除,可能的 ‘之外 • 咖纖 n 
、的〜个银限成相矛盾因此，对于任-*>(，•开球 


费灌点. 



明了 .16 


在鱷龜 中必有 
- 1 - 級甩点 









I ___ ___ 

一 -理 是关于极限点紧致"空_ 勒⑽数引 翊. &此 ，我^ 

我们所需要的引押 7 . 27 . 以峻紧致 as 空间的 M 格数 ㈣ 11 

临的，稍健，即么是否就已经拥存削驭点紧致度物_ 

格数引 ft ==在^^设法_:明 的⑽. 我 ㈣ 耍 完成极 阳点^ 
二二务. 

iU 设 （= W 是--1、极限点紧致度量空间 • 并设 O 是入的-个开薄盖.由于 08 U 
• Y ， 于是得出，对于任 -HV 都存在一个以仏使得义匕 D 0 , (工， 6 刻, 

C ,., ■ 

为了引出矛盾，假定在引理陈述中所说的 A 不存在.那么 • 对于任我们可以 

选取一个 JT . CX . 使得 Bjp ”， 不包含于％ C ) 之中 • 

点 a 之中可能有重复.但我们断言，集合 Y=U”>"^/ 包含无限多个不同的点•我们通 
过证明不存在 pex, 使得对于无限多个 n 成立/ > =jr "来证明这—断言.为厂引出矛盾.煆定 
存在这样一个点 /»• 耶么，由于 对于无 限多个》都有 P = 我们就可以选取 M6Z ，使得 

p = x M , &^<£,. 再由％ 的定义，存在 L /^ O , 使得札（/>， e P ) CZU p . 此外，由于 

就有 e ,>. 因此， L 7, 是0中使得扎(/>，的一个集含.但由于产 
. 这就与的定义相 矛盾. f 是得出，对于无限多个〜不存在使得/> =工《成立的 /> ex ， 


因而 y 是一个无限集. 

由于X是极限点紧致的，因此 y 有一个极限点 BAy ^ e ,) 包含于某个集合之 
中.由引理 7 .34, 由于 y 是 y 的一个极限点’因此无限多个;位于氏 y (：v， 专)之中.选取 

Nez • 使得;个， I ).且石 <!. 于是得出， 氏卜， £,) C 0 ” 这就 

与： rv 的定义相矛盾.于是得出•在引理陈述中所说的义是存在的. 扉 

这样 • 我们就为证明所想得到的定理作好了准备 

定理7.36如果（欠，£/)是-个度责空间，那么 x 是紧致的， m 又当它是极限点緊致的. 
证明由于我们已達立了定理 7 眞 R 需证明，如果 X 是—个极限点紧致的度歡空间的 

:•为此，我議 x 是—个具有限点 紧致 度量领 . 并设⑽⑽ 
一个开 11. 我们来证明 o 有一个有限的 子覆盖 

由引理 7 .35， 存在 O 的一个勒以格数 A 考虑由 

定义的X的覆麄. ^ jj > 

我们断言， C 有—个有限的子覆盖我们使則的这—子覆盖，有助于我们得到 


ft 性 - 




设不存在 

A)> 都不 m ^,, ex -( fl-( 


J 5 k ? 


于笔. 




A ,>. 继续 k 述过程，我们定义集 
匚入 •• 使得对 f 任一 *ez , 


A ) 不覆籯久' 因而我们取 

>uU 


含 y = s { X »}" f ’ 

0 i ^ u a ) - (见图 7 . p .) 

y 中的点是各不相 N 的 • 因此， y 是 
一个无限集.设 .V 是 Y 的一个极限点•那 

么 由引理 7 . 34 , 札(夕， 全}包含 y 中的无 

限多个点，设 r / •和 々是这样两个点.再 

设 /><(?. 由于 j > 和了，，都位于〜卜，音) 



图7]7自 《<* 时 ，心 不在任何 Hu , A ， 之中 


之中，于是得到 ( /(«!>， - r , XA . 但这与〜钇^的寧实产 t f 香.因此.我们钛 
可以推断 f 有一个有限子覆盖. 

设 { B :，•••• 是 C 的一个子覆盖.任一 B , 是一个半径为 A 的开球.由于 A 是覆盖0 

的一个勒贝 格数. 于是得到，对于任一*=1, •••• 阳，存在一个 aco . 使得 aca . t 是. 
集族 <0«，…， OJ 是 O 的一个有限子覆盖.因此 X 是絮致的. ■ 

7.4 节练习 

7 .33设 K , 表示具有离敢拓扑的 R . 直接用极限点紧致性的定义，时以商由 ® : .〗2所示的.卜 
| Kj ：<2} 与石={(3, . v )| l <><2|. 来碥定其中 ■- 个是 IL - R 的尸播隈吞«致子集 
7J4 -；]. -❹平凡拓仆.而 r 是具有离敝拓扑 的正整 败集. 2明啦间隈点萦致的 • 

但不是紧致的. 

715 证明 [0, 1] 作为具有下限拓扑的 R 的- 1" 子5间.不是播限点絮致的 “ m w , 

7,36 设入•是-个极限点紧致的空间，而 A 是 证明 Iff 此⑼01 ㈣ 巾 A ’ 


7.5 


单点紧化 

I 如我们已经看到的 • 紧致空间和紧致集有许多有用的性质.例如 

(1) 在度最空间中，紧致集是有界 闭集. 一 

(2) 在度貴空间的-个紧致子集中，序列有收敛的子_. 

(3) 紧致度量空间是完备的. 

<4) 在紧致空间 _ t 的连续实_数有极小值和极大值:^咖 
此外，我们还看到一个豪斯多夫空间所拥有的有用性’ 

⑴ 在—个亲斯多夫空间中. 攀点集 是闭的 • 

2 ) 在〜个豪斯多夫空 间中. 收敛序列收敛 于曦一 













IS4 


t 柘扑空间是 局部累 致的.如栗对于任一 jex ， 4在一个包含于 


Ht 


入的、 


由干每一个 


部有既怍为它的_个杯幾 


夫空间 V . 

定义 7.37 

个 f 致子 I 之中的邻城. 

例 7. 1<»任一#致空间浩$ 曼苟却 ’致的 
51 T t 钇含 a 部域 的一卜 緊炱藥的入' 

例 7.17 ;|* R 是局部 f 致的，由子对干任一 ifR . 我们有一 U ■r + Ucrfh 

1. Z +1]* 而 L ^ — ^ » <**+1]是紧致的. 

例 7. 18 R 的在柃准拓扑中的子空间 Q 不是局部紧 致的.（见 蛛习八37*> 

定义 7.38 设 jr 是一个豪斯多夫空间 • V f 等于 X 与附加的单点 C 记为 w 〉 

7.18.) 对 y 二; CUla : 上的一个拓扑，把以下两种类銮的子集定义为开集 t 
(1>在 X 中是斤集. 

( 2 ) 影如 y — c 的集合，其中 r ； ix 的一个 t 致子集. 

我们称所得到的拓 扑空间 y 为 x 的单点紧化. 

当然.我们霈要证实，此汗集蚝所描述的恰好是 一个拓 
扑-下面进行证实. 

定理 7.39 设 X 是一个豪斯多夫空间，在 X 单点紧化 
的定义中>^=\11(龙}的子集族，是 y 上的一个拓扑. 

证明空集是 Y 屮的幵集.由于它是 x 中的一个开子 


CO 



图 7. 18 


在羊点紧化 V - YU ! 
中的开集1/和 y — c 


槊整 个集合 v 本身，在 y 中也是开集.由于它在 y 中是空集 0 的朴集，而 0 是 x 的一 f 業 
致子集. 

为 fiff 明 Y 中幵集的有限交在 y 中是幵集，只要检验 x . t 开集 L / 与 V 的交就可以了.杉 
肉用数学归纳法.就可以得到任意有限交的结果厂为此，设〔/勺 v 足 V "中的汗 集我釾 
, m 神 ㈣ 的情况 n 加果 u y v 都足 x 中的幵災，那么 L / nvux 屮的一个开 
ft 从，它中的一个开集.其次，假定 ， j y - C| ^ v=v c ,. 其中与 d ' 
t ) 是 CTIV - y - ( r , U (^. f*i f 紧致 _ 娜并仍是紧致的 ，_ d f 

' , r ^ 出.軒 x 的-个紧致 F 集 （:’• r / f]V v c . 这种 ㈣ 

资：:: 二屮瞻坫开集 • 最后，假定 UJiX 巾的汗集, ffjfv-V C \ 其中(’足、.的 

a ! [J ，t，f fmtMunv ur]<x c, - _ 定押 7 . aHi i 

\ 办豪斯多夫仰口屮垃—个絮錄齡 x r ,,: A •中祕 气: 

m 」 nWl 种为 开， 从 I 驗此时醜它作 V ' PtllA / H - 

l mu , I 叫 MU ’ Uh nnvfry 中祕 汗的.这残_ 所 要证_. 

乐的 m 紀汗 免細可 以把这 - ff 息并 衣承为以 f 的形 a 


< M r; -) u (U (v 


t 


玫拉 


H J X M _• 的_ 1 划子 / 

表示亿此外 • 

u ‘卜 q)-v p | ( : 

-鈴 Cd 分斯多夫空心的絮致子集/定 ； ^ 7 6 值 
- Hr . JKi I V Fl ' I I ( ■…… ~Mtrf 


x 由 f 任 


^ , . - ■• . ， » W | H ^ 

设 ofl(V 我发现 U ' V (“， V ( ， II ‘ M \ 

n w 中是开的，其中 n Y 中郎的 • 而」 _ f ， 
JLx - l / 为 u 在入 中的 朴. 那么 c ， 在 x 中細 的， _ 培入的—个素致子集.15 

U C ) ~ (X - C r ) 11 (V - r ， 


c ^ x-v 


( ^~ c r ) Luy-c 

^y-c*) u tv-c 


c •是豪斯多夫空间 X 的一个紧致子集.所以 C ， 在 A ’ 中是闭的.因此 . （^(1\中是_ |(11 
由于 dnc •是紧致集【•的一个子集•于是得到 cn (:是 x 的一个駑致子樂因此 v _ ir 0(( 
是 y 中的一个开集. ^^ aU ( V-o .是 y 中的—个开集.于是得出」中开集 
中的一个 开集. 所以，在久单点紧化的定义中所描述的 V ’的子集砗铥>， 匕的—卜拓讣 ■ 
x 是单点紧化 V = A ' U 彳 ㈣ 的一个子祺•因此， . Y 从 y 传承一令子空间拓扑.以下的定理衔 
出.这个子空间拓扑与原拓扑是相同的,因而我们可以把 . Y 看怍1它的单点窠化的一卜子之间. 

定理 7. 40设 X 是一个豪斯多夫空间.并设 〉 \ J 乏它的 m 匕 . m,M 
y 的 . Y 的子空间拓扑，等于 X 上的原拓扑. 

证明 见练习 7. 38. ■ 

接下来，我们说明使用术语 “紧 致化” 的理由. 

定理 7.41 设 . Y 是一个豪斯多夫 空间. 它的单点敢化 A!J 
证明设 o * y 的一个开*金. na 是由 ] 1 、\广 u 
ft 中的集合在传承自 y 的 x 的子空间拓扑中是开的. W 此由定痛 7 .川. 它们在 x 中里十 •• 

子是得出 • o , 是入中的一个幵 覆盏. 

a 适 y 的—个开徵流，因而存在 ueo , 使得印 i/;v (’必定❹， 

的一个絮致子集. _ cm 由于 rwm 致 r -樂. _權=卜” 
有限嫵旄 / v . nv …“ V n v : m , w 此 I • I .，" M . ，的丨 A W 簡 


( 的有限 ㈣ ( v . nx , v , nx}ca _ 

w ’ 绾涵 y 是紧致的 ~ 

1能_任絲斯中点•幻 t. ㈣ - ㈣ 如 J 
=^_点紧化.作为_ .行翊 . 料 U 豪 

川有以 ㈣ 定理： ^ ^ 

^» U ^ 7, 42 设 X 是一个局部緊致的承斯 $ 夂空虬那么’ 

^ … mm ； 請』< ，,v ^ M " 1 

ll 'j V (I V «| t ( iitt /| lj ^. 圖在 v 屮作冷’ ” 
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二 邱紧致 的， ㈦ 此在包含 v 的一 仑 邻域 u 的久中 •存 在， 

于刪 种咖 .a 

中也:在 <* M . ㈣ 们已证明 T . 

射影下挖 去北权 N 的 2 堆球面， 与此乎 
面是同肚的 • it 平面的单点莱化. 本质上 
填补回挖去的点^为了使之明晰起见， 

我们通过在 S * 一 中任取一点，邇过 
球极平面射影 • 在平面上找所对应的点 ， 

来定义一个把此球面穸映射到单点紧化 
i ^ Uioo ), 且把 iV 映射到 W 的函教 .（见 

围 7. 19» ) 所得到的函教 / 是一个同胚. — 一 

当所考虑的平面是复平面 c 时， 箏 点紧化 cLM °°} 称为黎曼球面或扩充复平面 • 

情 况下， 添加无晛远点 m 不仅起逻辑的 作用， 而且还起代数的作用(例如^ 






图 7. 19球面与平面的单点紧化是间胚的 


在这* 
°°) * 所得到的 


空间，在复分析中作为许多函教的定义域. 

例 7.20 3维球面是 R 4 中与原点距离为1的一个点集.可能难于实现可视化•由子 
我们没有让 4 维空间实现可提化的天生的经历.然而，根据与上一例中所出现的类似的论证， 
我们可以证明， 3 维球面芡与 K 的单点紧化是同胚的. 

当教学家研究组结理论时，他们总是假定纽结 的嵌人 是在紧致空间 S 3 之中，而不是在3 
f 致的子空间 R 内. 正是由于在 R 中添加了一个单点，他们就 能够获得在一 个紧致环境中 
进行研究的*利. 


7.5 节练习 


7 * 37 证明：在传承自标准拓扑的 R 的子空间拓扑之中， Q 是局部紧致的. 

7 * 38 证明定理 7 . 40 :设 X 是—个豪斯多夫空间•并设 y =； CLM « ^是它 的单点 紧化. 那么 传承自 〗的> 
的子空间拓扑，等于 XJ ： 的原拓扑. 

7 39 证明：（0,】> 的单点紧化与圆阐是同胚的. 

1 - 40 证明， Q 的单点紧化不是棄斯多夫的. 

7,41 {]) 描述并说明求汗圆环 s 1 〆 <(), i > 的单点紧化的结果. 

111 —条开 默比乌 斯带是 4 [ D , 1] X (0, 1) 通过 ㈣ 常的默 it 乌斯带同样粘合对边的方法而 （成 

^间. 描述并说明求开默比乌斯带的单点紧化的结果.（提 示： 所得到 的空间 我们料_ 
的空间 . > 


7,42 明个 •并设， ㈣ 請单点 紧化. 

⑴ 证明： MX 不是紧致的，那么 C | < x 卜 y 

⑶ r 个如紧致的 • 耶么而 >. 与它的元索之 — ㈣ 是不连通的 • （这 ㈣ 
对—个致的空间取单点紧 化时. 通常不会出现附加的结東 .） 


第 s 攀 


动力系统与混沌 


在以往 so 年，人们已经发现 r — 种称为动力系 统的败学辣域 动 勺系统居讨时变过程 
隹模时 所使用 的一种特殊类型的函数.这种过程甶淹体 学•人 n 增长梭唧足沭 学、 
心 脏机能 * 粒子动力 系统. 以及许多随时间而 变的枸理系统的场合经常出现.在付 恃定的 
动力系统进行分析时，溥常使闬定性工具和方法 • 而这些定性方法，逋麻 U 来自 Hi 扑卞的 
«:为基础. 


在 iy 世纪闪期和％世纪仞朗拓扑学的发展中，要推出一位領军人物 
(1854- 19 1 2), 通常他还被认为是动力系统这一糨域的主赛奠基龢.度加寒研疙 f 沣问逸. 
为在引力的相互影响下运动中的三体的位置和速度而 t 模.由于相关的霣兮方程的彀 .‘ K 解 
公式难以得到，庞加莱就采取了一种全新的 手段. 对定义这典傚分方程的空间内的结构•逬 
行定性的研究.于是动力系统这一领域就应运而生了. 

在本章，我们考虑通过 对一个已知的函数反复进行运算的方法来定义动行系统 • 这是把 
一个空间映射到它自身的 函数. 前两 节我们考察这些系统的蓁各 性质. 在中.找们提 
供混 沌的动 力系统的一个 拓扑学 定义，并探索一个系统能被完全 _ 定的較斯的理 念， 即竽忧 
的所有的性态可以 由初眙 条汴和它的简单演化规则而确定.并展 I ; 你为混沌的尤法預激的忱 
1在 8.4 节中，我们提出有助 于掀起混沌革命的-•种简荦的人 11 棋货. 

我们证明依赖于初始条件的敏感性 （通 常称 为** 蝴蝶效应"是 ㈣ 的拓扑学定义的 *、 
结果. 


函数迭代 

本节我们专注于动力系统，它, ㈣ 糾把 
待别地，设； C 是一个拓扑空间.而/: 入‘一 ^ ； 瓣, 从 C •卄始 • 


it 们到 M 刀 -- 

別地，设； c 是 一个拓 扑空间 . 而/:入一 A . M 卜把广 1 教从^「• 

?• ， 定 义函数 / 的”次 拷_製 合厂⑴ 1 丄： ―⑽利 厂⑺純 
拖加广然后再对 / U ) 施加 /， 继续这一迭代 狀尸 
定义8.丨 幻:、 • ' .〔义 的动力系统，-个轟教 


的函 教硖. “爐.關认为# *处 


N8. 


的函教狹. “重雉 时.携们认为八 

咐论通过-个 ㈣ /: X . X 的祕系績 ㈣ 
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第 《 


Hd 之 t 、 賴中位时.此系统的斯状态.⑻求細 在为軸 祌卵的增拉⑴ 
小 ㈣ 》 ㈣ .衣小在种肝 ㈣ 为 •* ■以 G 1 小則，_成 ㈣ 賴的叫、的数 /f / 
商如擊我们为-个火清賊冒 ㈣ 度建橡时，錢火術的 ㈣ u . 外之 
后1砂钟对此火 爾的位 f 和速度的—个涵败 fix% vK 
ih 我们枒几个其他定义动力系统的洌 f • 

例 8. 2考虎以 " F.M 定义在 Rt 的函敏： 
u > 由 /( t )= 2a t 义的 /*m 

(2) 由 gU > —备 j •建义的茗 : R + R . 


(3) 由 Air ) - r 定义的 A tR — R . 

(4 i 由 4( x ) •二彳，定义的 ^iR - R . 

对其中每卜函教计时的值，其结果你 tO . 我们称0是怕关的动力系统的不动名 
《鰱后 • 我们将定义 “不 动点”和本軻所使用的其他木语 .） 

首先考虑函教/.如乘我们取特定的点 x ( . ， 那么 /"( J 。 ） = < — 2)”： Tn . 因此，如果^ 尹 0, 
I /在 I 。 t 复迭代后.輓得到离0越来越远的傕，在正值与负值之间攉来摆去. /^ R 上’ 
的动方特性 • 在 ffltU 中以所谓动力系统相图的形式被定性地描绘出来. 




g 




明《.丨 f ， K ， h , k 的相阁 

• ❹ 1 逐渐接近于 0 的值，以◎顏.在这 1 

迭代 = „图[ “我 们有不动点， ia 是在任河其他“.，对 

•后考“.朗 W ：单”：零“’称为此动力系统的周期为 2 的〜. 
点.⑽•…二1= 二在 咐后，議綱 0 州 
定义》.2设/: X ' Y ， 并设，•被认为 me 要出现的不动点. 

(1) 在 / T , 的轨线是序列 

并记为 OU ，. （太’似*尸⑴， •“• n < r )，.“>， 

的- +常不动点 • 如果/’⑺ *4’. 所以-个不动点: T 的机线•是在克 
" 我们你 4 幻‘个繼料出现的不动点，如果，不是“-个不 U ， 保时子 1 
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为 （71 的 


但蚱于某 


r (_ r ) 足一个不动点. 

* J . 

(4> 倂定我们称 J 是/的一个周期点或 w 周期点 

在这种请况下 . m 你为于 
㈣ .并 j •称历为此周期点或周期轨线的周期. * * 

(5) 我们称，是,的一个最终要出现的周 期点. 如果 x 不是/的一木曲 Ajk 
" ez . •尸⑴是-个周 期点. 个用氣- 

如果 I 是一个函数/: X — X 的 m 周期点，那么点; 《：• /(幻 ，…， fm(z) ^ 

点•且都是相异的. （见 练习 8.3.) 于是在：对/迭代时，我们就环绕这讲，、關点连续循 
坏轮转 • 

一个 不动点是一个周期为 1 的点，所以 我们把不动点列人函数罔期点的—个集合之中 
例 8.3 这里我们考虑有关储蓄账户的两个筒单的 婀子. f 先，极设我们在一 蓄味户 
中存款，以获取（每年以复利计息>5%的利息.在轫次存 款后. 我们既没有再泠此味户纒绾 
存款，也没有 从此账 户中取过款.我们只是设此來户的总金《孳生了利患.由 / U > = l ,05 i 
所给出的函数/: [0， '--)-► [0, >--) 定义了一 t 动力系绝.这 1- 系绝为 此味户 逐年改免的污 
金额而 建摸./的动态特性是显而易 见的： 在0处有一个不动点，两在任何其池点，有一条坑 
故.随着/的逐次迭代而远离 0. (见图 8.2.) 

再设每年把利息记入账户后，我 们要么 从此蜋户取款1000美元 （如 果此歎々中至办有那 
么多金额），要么轧平此账户（如果此张户的金額少于1000美 元〉. 在 这特儈 况下•由 
— j 1. 05 jc — 1000 若 1. 05 jt 彡 1000, 

^ (X> = |o 苦 1,05 j ^1000 

绐出的茗：[0， so )—[0, oo ) 定义了一个动力系婕 • 此糸統 泠宋白 金頦的 t 化而建馍.在这 
里，0也是一个不动点.通过觯方程客会发现 • 在上=20000处存在另一个下动点.我 
们还可以用推理的方法，找到在 jr = 20 000 处存在下动点.当 I 金黷‘1好艇提年取款 
_美元的:的刊 ㈣ ，金爾将猓持固定.由于 2 tUU )0 的5%是1⑻ 0. 干是得出，此不动 
点出 现干： =20 000处..对大于20 000的 J 的«■，与 - r 相应的列患’ ft 超过了每年取款 luKl 
美元所需的 金额， 所以当对 g 逐次迭代的条件下， 

时，此账户的金 H , 最终将等于 0. 因此，小于20000的 J 的 推零倌 ，是以最•‘ 

不动点 • 我们用围 8.3 来说明 g 的动态特性. 


田 8.2 /的动态特性 所定义的动力系统、郎么 

疋如 _在例 8. 3中所音到的.如电我们有― — 解方程广 (！) 二。識収 

=以通过解純來找出料点._,我解, r 的点 

( , = 1 , w 1) 的 1 ^ ㈣ 团. （ R 设我_勿地粒岭此 
设想位干区间〔0 ， IJ 之上，省一份薅梅 U 


0 


20 000 
围 8. 3 * 的动态特性 


例 H . 
















TU ) 




T(x) 


1€0 _ __—. …— 一-〜〜义技拿 

面团.使它的长度加倍.然后把此面团 对折， #把它按压在 一起’ 新位干区间[ 0 , 

1 ] 之上.(见困 8.0 

假设通过令 TU ) 等于原来在 I 的一 一••… 

颗葡萄干在对此面团拉沖、对折并按压之 0 ^ 1 

后的新 位置. 來定又 r t [ 0 , 1 ]— [ 0 , a O 

更猜磯地 ， r 定义为 • 

lx 苦： r6 [ 0 ，+]， 

2 — 2 i 苦 *r €■ 

r 的图形如图 8 . s 所示.不言而喻 ， r 
称 为味蓬 函数. 在 K 8.5 中，我们还画出 
了直线 ：y = * r 的图形.了的不动点满足 
rLr )= j ••因而它的 j ■值 出现干 T 的图形 图 8 .4 拉伸 、对 折并按压葡萄干面包 的面团 

与直线: y ^ j ： 的交点之处.我们看到了有两个不动点，它们分别位于 0 与 | 处. 

显而易见， 1 与 1 / 2 是了的最终要出现的不动点.但这些点不是唯一的——它们多之又 
多，在《.3节我们把它们全都视为相同的. 

再考虑 r . 它的图形与： ysj 的图形一起都表示在图 8.6 中. 我们看到 r ( j ：)= j 有4，卜 
解. 其中两个是不动点0与2/3,另外两个是2/5与 4/5. 后两个是2周期点，它们一起构成 
一条周期轨线. 

这里我们汉对此帐篷函教十分复杂的动态特性稍加提及.在 8 . 3 节再作进一步的探索， 
在那时我们将证明 TT 是混沌的. 

以 y 的定义为由函数迭代所确定的动力系统建立等价的槪念： 

^^8-3 函教 /: 与函數 ☆卜 y < 以及由它们所 定义的动力系 统）， 称为拓 扑共班 

， #pq H ^ lTntJr V ， 使得 rh 。/. 函数/»称为/与 g 之间的一个拓扑娜 
角的 v : 我们对^卜純条件 g ° h = h ° f 加以说明.想法是从左上角的 X 到右 f 

部舰中:■級 田一条 顶部，.然后在右边下降；另—条在左边下降，然后横过底 




m 8.7 拓扑 共轭® 


8 * £ 羝籩函数 


图 8. fl 函敗7^ 


例 8.S 函数 / U ) 


与 g ( jc ) = 3 x 


功 • ▼ • 




f — 


<o 

>0 


所定久的函教 a : R 是满足条件 》° • / 的一个同胚. 

以下 的定理指出，两个函数/与 总之间 的一个拓扑共晚.当然把/的轨线映射到,的轨线: 
定理 8.4 设 a 是 /•• x — x 与心 y—y 之 间的一 个拓扑共挺.吋于任 
r . 我们有因而在/下 ， h 把工的轨线玦射到在 g 下 au ) 的轨线 • 
证明我们对 W 用数学归纳法来加以证明.由拓扑共轭的定义.当时，结论成; /. 
假定此 结论当 《 — 1 时成立•那么 

h ( f (^) = hCf *' (/( jt )>) = g ^'( h [ fU ))) - gT ^ gikU ))) 

= g m ( h ( x )) * 


由归纳法的假设，以上第二个等式 成立. 于是 • 如果 结论当”一1时成立 • 那么 它当”时也成 
立. 因此由归纳法，对于任一 " ez 、 都有 A (尸 = _ 

以下的推论是定理 8. 4的一个直接结论. 

推论 8.5 设 h 是 f •• X— X 与 y—y 之间的一个拓扑 共耗， 并甩定,€入.释么以下 


疰涵关系 成立： 

( 1 ) 如果 _ r 是/的一个不动点，那么 A ( x > 是 5 的一个不动点 • 

( 2 ) 如果 I 是/的一个 rn 用期点，那么办 U 》 是犮的一个 m 用期点， 

(3) 如果 jt 是/的一个裘终要出现的不动点，#么*⑴是 g 的一令最终要 01 現的不 

n 

(4) 如策 I 是/的一个最终要出现的周期点 • 筹“ u> 是容的一 > 最终要出现的 31 

期点 • m 

证明见练习 8 . 9 . 匕 a 扑龙板的一此_畋之中.本获 

上述推论组涵，/的重要动态 特性. 反映于与 w 性 
_似的结论，_可以看出，拓扑共耗的函数经迭代有等价的动态特性. 

Bl 节练习 


二下任姻 y : R -•«, 求 M 的 L 和跳^ 

(1) fix) (2) / 【 Jr) 容一 〆 


(S) /U>=+ wn Mx) 


IS ) 

(6) /“>* 卜 ？ 


(T> / Ca -)— i s i „( T ) ( 8 ) 

_ / u)， 2u （11> / U)=:+ sin ⑴ R 通过 ft 相 毂时. 

⑴考患由 lu 卜“ ：定 义的线性系嫌，其 
对在 L 中岍鬌到的不闻动态性态进行分类， 


⑼ /< •“ 
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⑵二 tnmr _ 的动⑽噌⑴中》为_的，， m 与 Uin 朴麴的 

扣： pa •的 ―” 明期疾.《么点心〜， A 八…， r ' u , M 、_ 良 

籌是 m _«1 扃- 

14料为鞭 Mftrwritt 的明样.求出尽可能多的最终*出现的 （ 动点 （在 8 . 3 节中我们将_它幻为 
柯全* 被*为娃相同的 >. 

8.5 为裱 篷函教7•氺 3 用期 A . 

R .6 考虑 在 ㈣ & 4中的 第二卜 餘蓄瘼 

I !. 05 j - 1000 若 1. 05 _r > 1000， 

* U) = jo 若 1.05_ r < 1000. 

，1» 鷂定， | (0>，即 || 定导致下一年余額为军的金》范围 
(21 _定导致 ”一1 年后余額非零 • 但在”年后余額为零的金額范围 
8.7 本@要求你通过详细的计算4求与由 /•(• r > = « M ： n - J ) 定义 的闲数 f a ， [0，1]-[0, 1. 有关的教残 

我幻将在 8. < 节进一步 f 察此函败昧. 

( 1 ) 对厂；[0， lj —[0. 1]. 6 j (1- j ) 寻求并比较由初始值0, 0.1. 0.7 所确定的秩线 

*2< J , ^ ： .0. 1 J —[0. 1], /, ,( jt )^=1.6 j (1- x ) 寻求并比较由初始值 I )， 0.1. 0.7 所鞠定的软线 
⑶对: [0, 1；. y . ,( j ) = 3. ZxU - x ) 寻求并比较由初始值 0. 25 和 0. 75 所鴯定的执线 

⑷ H r .： [0, 1]- L 0, 13. /• U ;=4_ r(l — h 寻求并比较由初始值0.26】和 0.262 所确定的执线. 

*- 8 求《 •: R ^ R 的不 动点， 其中 a >0. 在坐标系画出不动点 • 并说明当参败“ 

改变时它们的位置如何改变. 

8 - 9 还明榷论 8 . s : 设 Aft a 与 g : y 之间的一个拓扑共轭.并假定那么，以下蠹涵关 

摹 成立： 

il ) 如栗，是 * 的一个不动点.那么是 g 的一个不动点. 

(2) 如果 IA 的-个听周朗点. 那么心 是*的-个防罔期点. 

⑶如 I 以 的-个 ft 终要出现的不动点.^ ⑴ 是，的 —个最 终要出现的不动点. 

1如果，是⑽-个最终要出现的周明点.#么心是，的 -个賴 要出现的周期点. 

I 10 由 


gU) 


3x 


2-3, 


3 x -2 


0<x^±, 


丄 




y 


-::二，，二 

• |2 r _. 点且二^ 

4- V % R ； r ^ 并设…是 ㈣ 川 qa /咖成 立的刪娜间 
氣蠢’⑴ & J ： .个隊 uf 明/料心“ 

•14 ' 料， 


个不 动点. 即如果 - 

证明在 M 


-—— . _ 

达明 ： <M Q ’ . r . -I fit. 

U ) 班明： / 没有最终®出攻的周 期点. 

,,5 考* ^，，占 . mum 了-个 W « 

并达明任 -'』 e x 轨线的—个 3 _ 期点. 此糾包♦卜;^中 ㈣ 

8 2稳定性 

在 许多物 埋环境和数学 ㈣ 中，我们现察6向于固定 或料的 状老.^个烤箱中 
取出来的一块饼有一个温度，经冷却就趋向于固定的室 a : —名儿 t 与 他止秋 子迅速地^ F 
运动以平衡振幅减弱的效应时.就在这个秋子上达到一个稳定的 振动. 又例如.我 n 住教字 

t 看到，对于 / U ) = p 來说，每个点都有一条收敛 f 不动点0的 轨线. 而对于 /( r) = r 蕞 

说.除 f 0以外，每个点都有收敛于周期轨线 ！• h 的一条轨线. 

- 本节我们通过称为动力系统的不动点或同期点的 渐近稳 定性. 来描 述这些性态.我们从 
与稳定性有关的一些定义开始进行讨论 • 

定义8. 6 巳知 /: X - X , 设 J •是 /的一个不动点 • 

(1) 我们称 T •是稳 定的， 如果对于任一包含，的开集4在一 扣包含 r •的介 IV . 
使得对于任一 jreV . I 的统线位于1/之中. 

(2) 我们称 I •是 渐近稳 定的，如采: r •是穗 定的， 而且如策存在一爷包含 J •的开 


使得对于任一:都有 

lim /' ix ) = - t * • 

(3) 我们称 *r •是中性稳定的，如果 J ： •是穂 定的， 但不是漸近铯定的 

(4) 我们称 _ r . 是不稳定的，如果 z ， 不是钱定的 • 

定义 8. 7已知/: X — OC ， 设 _ r ， 是/的一个切网期点.如果 J ， M , ‘二二一傾 
广 _(:•) 作为广的不动点全部是德定的，我们就 n ■關点 
期 轨线. 类似地 • 我们可对周期点和用期轨线定义來近穩 t ^ ^ ^ 

不是漸近稳定的，我们就称它是中性穗定的用 期点. A 有一条:性二急宁的周期软钱. 

不是-个稳定周期点，我们就称它乏一个不稳定的周性 UU 过的卜 
在定义 8 . 7 中.在/是连续的情况，，作为一个狐 1 ^=^心、、. 
动点的稳定性来确 定的. 特別，如果/是连续的， 且麽广 ' 

尸 (^，…， r '( X -) 也是稳定的不动点. ^ a , >wt0l ,. 

同样的 结论. . u 近麟賴 点.中 ㈣ /陳^成 
成立. < 见练习 8.17.) 

例 8 .6我们再次考虑例 8.2 的4卜 H 子. 


( 2 > 由 H ( jr )^ l r 定义的 /o K ， K ， 















<3) 由 = - r 定义的 A : R * R * 

^ I ) 由 二 v ) 定义的♦: R — R . 

W 的每卜潘教郝心 =0 为不动点.对于卜请 注意， ⑪果我们取包含 （） 的开区 f 切： 
,>,那一除了在0的軌线之外， W 开始的任一 ㈣ 最终离开 1 * 7 .因此. 0幻的〜 
卜不费定的不 动点. 再对 f 片考虑不动点 《• 已知任一包含0的开 区间匕 设 V 是含 ft/ 
中的一、开 区间 （ - d 从 V 开始的任一轨❹留在1中，并趋近于极限 0. S 此，0是欠 
mu 定的下动点.对于*来说，在0的不动点也是南近稳定的不动点，对于“吉 
在0的不动点是中性总宅的，_&每>异于 0 的点. 是一个中性镜定的 2 周期点. 

例 8.7 再一次 考虑例8,3 中的鍺蓄 摸型. 对于眯户累计利息的情况，既不存入又 不取出 
时，就有由 /< jr ) = 1.0 5 _r 定义的动力系统.对于这>/，我们在 0 有一个不稳定的 不动存 
如果我们从任一金额非零的赚户开始，不管金额多小，此账户的金额离开0而 增长. 

在第二种储蓄馍 型中. 我们在取溥利患后每年取款1000美元，此动力系统定义为， 


g(jr) 


1. 05 j — 1000 苦 1. 05 x ^ 1000, 
0 若 1.05 j < 1000- 


在这种情况下，0是渐近稳定的不动点.如果我们从金额接近于0的账户开始，那 么在长 
期待有此叛户后，我们将终结于 0. (事实上，对于充分小的初始金额，我们立即达到 0.) 在 
另一方面，我们在20000有一个不铯定的不动点.在此动力系统中，大于20000的初始金《 


将无限增加，而小于20000的初始金额将减少到 0. 

正如我们已经指出过的，稳定的不动点和周期点，是在对一个动力系统的数学方法•并 
对为个动力系统建模的一个物理系统的性态进行长期探讨时我们常看到或探索到的点.在 
例 8. 8和 8. 10的论述中就会看到这样的点. 

例 8.8 设由 / U ) =21(1—1) 来定义函数 y : [0, 1]— [0, 1孓如果我们取一个值 u 七 
(0, 1)，并用计箕器東计算/(如）.且在 u •对 /进行逐次迭代后发现，计算器每次最终都回吏 
0.5 •通过这卜过程我们发现，所出现的是/的—个穩定的不 动点. 事实上， 0.5 是渐近德定 
t r C 只.•而此系统把在（0， 1) 中的所有值都推向于它.因此，无论是接近于 0.5 还是固 
定于0.5,此糸统存在长期的性态. 

於’我 崎够 4过解方程 2 U = X ， 来为/求出不动点 0 . 5 .解此方程得到 P 
二二 f 不动点 ♦ 在 0 的不动点是不稳定的，因而对/逐次迭代的廷 
^能显現此 . f 动点，除非我们选它 （戚选 ^为起 点. 不能期望此系统的长期性态在0处 


以- … ㈣ . 】） 且 厂在菜点刚好四舍五入为 a 于是它是不 
. u . ^ . " J * 那厶尸（切）二0,5,但对于 任一〜 f ( xv )^0. 5. 

m _ ^二 义—个动力系统性态的方便方法， 是称为 蛛网图 的方法 ^ 
我侧 L 觸峨 LG •心 [ 0 ，丨] 来说 明这种 紐. 心 


t 的 A u ， 由友 •沿_ 


- ― ---- - - U 5 

； •的闬形， " I 川始泊. X '，1)，片 线， = 

W 到/(了）上的点 （£U /( a ))$ 然后冉沿水平方向到 fi 线. v = 

1; 的办 (/( a ). 歌 复这咚 步骤.訧把我 frl 引向茛线 

J | 的点 < f (u), fi { a )) - 继续歌复这一 过程. 钛得到在直线 
上所描绘出的“的轨线. 

' 以下的定埋对线性函数 （ U> = wjr 十 6 所有可能的不动点和稳 
定性性质加以分类. 

定理 8.8 设 y : R ’ R 是浅性函數 f ( x )— mx + A . 

(]) 如栗1,那么/有唯一的不动点.如采 — l 那 
么，此不动点是中性稳定的.如果 | m 丨<1，那么此不动点是漪近 
穩定的.如果丨那么，此不动点是不稳定的. 

(2) 如果 w = l , 那么当6/0时./没有不动点，而§6二0时.任一 jc € R 麵是中性苺 t 

的不动点. 

证明 见练习 8. 19. • 

在图 8.9 中，我们用蛛网图来说明在定理中所确认的菜些稳 S 性性质. 

而如果一个函数在一个不动点是可微的 • 那么以下的定理指出，此 F 动点的检足性外“ 
通过在此不动点处的导数值来确定，只要此值不是一 1或】 • 



— t 鋒网围 



办 的珐定 性性® 


囝 8. 9线性函教 / U *: 

假定“， 二 


定理 H .9 设 X 是 R 的一个子集. 

的*于是，如果 l / CrdlCl , 那么心 是漸近稂定的 
我们对定理 8.9 不作证明.它的证明可以在动力系 
准人门教材例如 [ DevR ] 中 找到. 证明的思路 
Adi #， 作为/的-个不动点的 A 的稳1•由 § 
在々处的线性逼近的一个不动点 t 的稳定性来确定.， 

8 . 10.) 上述线性過近是闲数二二广•说 
定理 8.9 没有涉及 |/ UJ | 二1时的转移情况破 
能是中性稳定的、渐近稳定的，或不稳 定的. ( SL f ^ Vtf ： 
例 U 让我们回顾以前•经 考虑 U 的菜冰 W 才、 :二 / 
㈣ 用定理 K , 8与 8. 9来对我们关于 ㈣㈣ 建”二“ 
对于在例 8. 3中由/二 1. 0. 5工铪出的 f 取 



明 k in wf / S f .彖说 . 卜必 
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曼•我们扣不功点. / P 处的斜♦是^ 娜 大 ”， 因而此不瑭 
定的. 

对于在《 中由 

1. 05.1：- 1000 ^ t . 05 J > 1000, 

^ j Q 苦 |.05- r < 1000 

崎出的 考击取 教的鎗■遒型.我们在0柙 2 0 000处有不动点. K 在20 000处的料皐祭 
,.05. “20000卜个不找定的下 动点. > f 在 () 处的抖率".*涵 0 是-卜•近叫 
不#禽. 

时于 W 8. 8中的函教1 —，在 • 0与 y 处存在 • f ’ 动点.此外.由于/、1))«2, 
所以 0 鼉一卜下德 定的不 动点,而又由于/(吾) 1 ^. 所以 去是一 I "渐近隐定的不 动点. 

对于 W 8. 8 中的婊籩 iftT 来说 • 我们在0与吾处存在 T 动点.在0处，了的斜$是 2 1 

在 J 处， T 的料率足 —2. 于是潯出，二者部是不穗定的不动点.在|-扣音还存在阑期々2的 
点.我扪从 8 8. 6中卩的明形可以會出在每一点的斜率都是一 4. 因此，这些罔期点是 
不铐定的，于迭 • 对于帐籩函致，我们既下( I 預期看到此系統经长期趋向不动点0与 | 的过 

程而麴于平靜.也下能預期看到此手'旋经长期趦向用期轨线 j ||的过程而趋于早挣.丰 

实上，正你我们在8.3节中锊會到的，存在密藥分市于 [0, 1] 的阑期点 T \ 但它们郝是 f 
钱 定的， 所以此系统不会以它们为归宿. 

不致之处在于， r 的导数勺 ㈣ 期轨线|香，音 j 上任一点的导数相同.事实上.已知 

/: WV ， 其中 AX : R . 如果; r , •…， A 构成/的一条,,，阍期轨线 • 并 设/是 可微的，那么 

/、在心，…， A 之中任一点的导数，等于 / UJ / U ,) … /， U , K 即在此轨线的任一点求诗 
所得到的值的乘枳.《见练习 &2 U 

例: .10 我 m 在本托考鲊于系在天花板的_根钾•上的一 M 吹.假定存 在 〆 … 
iu : 时 • ¥ _留在邪个 位置. 把此靡置_定__的“_ 
i 平下振动，离此平 m 置賴 ㈣ 距离丫、赶过从 

=2:：;高^ ?：：;•: 为;-块的运动". 

mu ” H 邪 /" ⑺ It 是此重块在一个特定振动的羅大•度 . 。 

X ® ^ 正 如图 8. 12左边所 …心 


系就々;托法 



fel 

IB 8* U 振动中的轉簧与載块 

另一方面，假定我们激勐此运动 • W 如通过在任一对則臶此嬅 t 蜷知 一卜 向下的 拉 
沿 i 下的方向通过此平雋 位霞. 在这神情况下， 正物田 8. 12 右边叫 f ,， ^ I ；: M jun = t 、.（5 j 
对于其陂所有的上， 郝 $ M *> ’. r . 此时， 我们在 0 处有一 >不德 宅的下动点 • 此篆键 一旦遵 
动，犹保持振惕越来越大的运动. 

让我们来現察当把以下两种情景 • 即个 蟪憷的寰减 和大蠖蟥的歲 》甩 鏑卜时 • 究 鼇士出 
現汁么 结果.假定当此搌动的最大点接近于0 时. 时此 t 块嫌觯一私拉 .》?• ©当此撇 《屿1 
大点较大时我们让表减 保持. 我们 ft 定/ U )>=0. jH 対子 鰣近于0 Wa 角两对于我 
大的 J •有 / u >〈. r , 并且设/在士蜒镁的激動和 大规镤 的表威之闲的 转辫之 令时曼连嘖的_ 
u 图 s . uj 由尔使定瑷可刼，有一卜点 x ,、 o » 使得 电就 是说，我 inw —卜不 
枝请注意 • 此不动点并不代表重块处于动 ㈣ ‘ x ， 

回复到的平衡位置以上的最大高 t . 我们把它认为是一 件传 攻两请 
ft 动.予是，.】、規携的 * 心 大規慊的料结•貌 产卜 翁持續操动. 

此外，假定/的图形如围 8- 13所示，邱上 d </ ( 八> ^•且 
待緣振动是我们所预期的经长期运作狯此系统所缝于_性 5 * 


fit 不表礞又不增长的 


避摩迸 t 定的.囡此 1 





R 嫌运动 / £ _ 

^ - - ^ BI . U 3 卜 _ 

田 8 .1?故臧 《 动〜臌 劻运动的阳形 丨如体 象欢1木貲乐雔的_片 

»• lo 中所杼到的持续 振动. 作杓评系统此‘皸蝻 

产生 一个小舳復的激皤，此激励通过恢 1 鴣醏逆勺柃嘈 撇 

Am . .. > “HM Mf 乐曲的 _ M nil 滷 JirtO 












































J$S __———————— - - -_—s 箒 H, 

一德心的 . M 較地被 ㈣ 电 細的- 种檐” • 此•分 相妨 丨 
小規校激励， X 反 映大賴 ㈣ ， 因而它的 ㈣ 于一种待续振动 •（见 [ Str ].) 

8. 2节籬习 


8. 16 


tm 下每 ㈣㈣ 定它的 f 动点和周明点 • 并付所有这押的点 • 理 8 . y 来碑定它楚络 
(2) f3i Aj -)*—- r ' 1 


I) /(X» 
(4) fix ) 


-lan ' ( x ) 


V 5) 

(gj yu) = 2(x— ^ 


(3) /( x )-- j ' 

<6> /(^) = -|~ sin ( x ) 

(9) /(« r ) = x - hsin ( jt ) 


(7) WJijaintj 1 〉 

8.17 胺设 _/ 鼉-扣连续 ifift . 

( 1 ) 证明 •- 如哄 r * 是/的定的 w 周期点，那么 yu * )* / u * )•，••，/• 1 ( a -* > 也是嫌定的 
m 飕期点. 

(2) 证明； 如果 I 是/的一个漸近铨 定的明阇 期点，那么 /(■»■•>• r »( x -) 也^ 

板稳定的 w w 明点. 

(3> 证 明：如果 〆 隹/的一 t 中性稳定的 rn 阛期点.那么 /(■!■• )， /(«!•• >,•••, r '( x *) 也是中 
性 e 定的 w 間明存. 

if 明： 如擊 ，是， 的一爹不苞定的"，周期点，那么/( 〆 >• /( 〆 >♦•••， r ~' u *) 也是 : Fg 
定的 m 用期点， 

8,8 为例&:彳， 8.4 和 S .8 中的动勿系统画蛛网图，说明在例 8. 9中所讨论的络定性性质. 

*• 19 证明定理》.8,设/; R — R 是线性函枚 / U > = WJ ^6. 

U > 如果 w 丈〗.那么 ，有 唯一的 f 动点.且如果 w = — 1,那么此不动点是中性稳定的；如果 | w |< 
1. 那么此不动点是渐近隹 定的， 如果叫>1,耶么此不动点是不稳定的. 

，：2> 如果、那么当6在0时./没有不动点.而当 时.任一工 eR 都是中性稳定的不动点. 

8 ' 20 11 卜七理 8 .’) 没有涉 5 的转移情况，其中在/的-个不动点 ："， 有 1/( 办 ）|=】.此时4 ■"可 能是中& 
e 定的.#近後定的. 或不苞 定的. 

；：； ZZTJ in 〜卜 1 的不动点… I ,是中性稳定的 • 

M e = H — 情足卜 . (：.」 1 ，】的不动点 I .,,但 （ 是渐近稳定的 • 

8.21 R / . V* —个满足 /U ” =l 的不动点： U 不換定的. 

的.恥^于 (f ^ •入是可 1 *的证明：如果〜构成/的-条 W 周明轨线•并设/ 是卯 

8.22 牛麯法 n ( 广 ) U > = >,(:， W(A >♦ 

，的 , ； ：卜 **的 —种迭代过程.其中 OCR . 我们假 定 , 是二阶 5 T 歎的•对此 （ 

:二… 「应牛镄法背后的思路是， 初始猜機. r 的零点为… 然后“ .对#进行送代 ，* 
利点的-个 | 我们預期的,收敢子 ,的—个 
⑴ ii 明： 如果不二二零点序列 i 

㈣ ：《的_个不动点是崎德定的 零点. 


如畢^ _足 


r )^ 


的’的-个零点.邮么 


«么…没有定义这 


(1) 


町能塔 （的 


m » i ^ refl< ! 


〜 Hb us / rri - r ^ ^ f 

和 <2) 中的结论里涵 • 如果我们初始焴测为充分裱迈弘 


zfd 


一 --- ffi 金 

卵么在 K 的轨线收敛予也 —— —- 

’再 15 麻飾有 ，的两 个不动点*•与 r ” 两在它们之闻不 ㈣ M 卢的情~ 出 
幻与 * ，的邻域 A 与以|,使得【 ; 中的每一点的軌线收敢歹, 的情况.由 <以，分 糲存在 

即祕线收放的 ㈣ 的 ㈣ 收进 h •的郎糾相分离 • 至少 W 的脱， 
(3> 证明： 《 的每付 不动点之间存在 I 没有定义的〜点 1 ㈣ W 的工作> 

8.3 麟 

_年麵耗、理 I 学院的气象学紅洛岐，咖 方程 
所表达的模型来仿真大气模型. { 也一反完全用汁算机对以前的数据进行反复运算的惯例决 
定就新用-部分上次运算所输出的数据，来开始进行计 r 不过.汁算机鳙人 
的精确度不再达到⑼位.他所使用的是由计算机所提 供的. 具 有扣位 镝确度的打印^据 
g 令他惊奇 的是， 计算的结果与以前的结果完全 不同. 他发现了对初始条件的敏思度即使 
这些方程不变，只要输入条件有小的 改变. 就会引起输出的巨大改变.这常常被眯为“瑚蝶 
玫应”，当香港一只蝴蝶扇动一下它的翅膀，最后苟能会足以引起美国得兖萨斯州的—场龙萑 
H 换句 话说. 微小的改变能产生戏剧性的冲击.这訧是为什么进行长期天气預报如此困准 
的原因所在.洛伦茨&他的有关这一发现的现代经典论文 - Determ,rustic nonper . odi , flow - 
1 确定性的非阛期 气流） 中说， 

当我们的结论 . 应用于大气 …… 它们意 味着. 用任何方法吋充分遴远的未表 

进行预测都是不可能的，除非碲切地知道现在的条终.考虑到难以发现的不精磯性 
和天气观测不够 完整. 看来，精确地进行周期很长的預报是不存在的. 

借助计算机的帮助，洛伦茨对庞加莱在60年前曾直观描述过的，怍为对三体问题研究结 
论的一个现象进行了观察.庞加莱在 1903 年的论 文 ** Soence and Method ” （科学和方法）中 
曾 提出： 

如果我们确切地知道自然界的规律和宇宙在初始状态的情景.就轮讀测到同一 
宇宙在随后时刻的情景.但是……我们所知道的也只是切姑状态的近似情况馬已. 
如果我们能以同样的近似程度来预 *1 随后的情责的话，这就是我们所要求的一切…… 
但是并非总能如此，也可能会出现 • 由于初始务件 物徵的 4 别而使表后的現象 ？1 起 
巨大差别的请况 [ Pet ]. 

在庞加莱和洛伦茨等人的 时代， 都 m 见过这种有趣的 d 由: 二? 二== 
，与理解，被确认为是许多物理和数学系统的一个垠深部分，这鈦导 致厂 1 
学与科学 的—种 •忠聪 _. r 旦 

数学和科学的—场!命应运而生，在随后几 …代， 支午多料 家， 

^其_和结论进^别、 描述喊 义._这 ㈣ 广泛地听料于 ㈣ 地 ㈣ 于 

始条件的一般结构和 性态. . ^一⑼嫌性的 Hit . ft - 彳 

H 感地_于初始条⑽不可關 mui ㈤ 以 _jihu 

料系统中的， 轨线. 可能在 針时间段 （可能北常长 } ㈣ 期的 ， ML 











ifp ___ _—— -- —-^ 

鶴…丨： •丨 

讀 W 韻似，- 1厂这«^_的逬4_论 ， «^L [IV| ^ 

ur^amtmm J 拓仆料 义， 还 ⑽ ㈣ 的从外 ㈣ 魏： 

㈣ fo | 關的， 它 U ㈣ 藏的规⑽，__它把挤 ㈣ 乂域卿( V 起.找们介 
1 ^ nn 作雄出证明它簾埔摊的网仲途片.廣 ’"• 找们介埘对于初始条件的蝤懊 

鴒 n . ^；is 1、 ㈣ ，说 《.- 个尤限 ㈣ 空附个连续滟沌闲敢. Wf ( 对子初^ 
fi 的鱖感依 _性. 

在本 铃.我们別 人依轉 f 初蝓条件的敏感件 • 不过. ® 8 - 5 竹我们才提出 论述这〜慨今 
的法 押， 即在一 tt 期的 度1 亨 wi 的柑个连批拥池涵数，存在依赖于初始条件的 蚯感性 
定义 8.1« 设 .V 是一介拓朴空 间戒教 / t 你为及灌沌的成具有混沌 ，如果 

<1) /的； If 崩点的 集合在 入 中是綱密的. 

对于.\中的任一开集1/与1.存在 J 6：" 勾 n 6 Z 、 使得尸 （ DeV . 

^ ! fvJMI ft 昧於，存 在獼密 分布于_个 K 域的规则周期的件态.无论我们在此 K 域中 
两 A 取的 B 什么 A •娵作沒任息癢近的周期 A . 

奶 tKi 称々炻 仆代邊 n . 席咏 nA •此定义域屮的仟-对 k 域通过此系统浞命在起. 
m < oi 集，在第 个 蠘合中 f 少存 a - t 点，经过菜种迭代映射到第1个集分. 

(H 次 < 出鞦1泌教 


T(j) 


2 j 


K 


6 [ 0 , 含]， 

e [ f 〗]. 


2 j K 

n ' 1 许屮找们 li 妗泠出 f / 扣 / 的图肜 . 汴阁8. 14 中》找们画出 r r 与 r 的田形, 

m 1,1 v __. ^ I If / - I . 2 •… • 2, •，7、_ 的 Hfl 形挞张作 f . 中的 

' n 卜 ㈣ 出. 姆个 遠样的 k 两•包食 r 的阌肜 Lj ( [钱 y r 的婢 个交魚 . 这賴 
u ， 1 的賴心 w 此 • 1« 綃来越人时， 

WfM , [ r '» • 把丨]分劓力越來 

鳙小的 WH , K 中鴒个 KWfei 含洲 期戍, 

料. T 把切个 _[¥• 映 

舞 … U I . 所以. "1 " 祕求越尺 H ,|， 

6 HM W 叫 hi •丨丨 u ./、的伸雇成••渴 
ft " ( irMUfij ^ WN 4•來越小.押此 •灞冲 

ni,wi 卡 _■ 

1 l，l/ 卜⑽域 ㈣ 叫1 / m 賴的.这种 ㈣ 以 | o . 




Itl H . u r tj v 的 w 形 
(V 个竹 M 府的奶补光 U 十 


__♦认武为觚嫌 I 


u < w 说. fuiiwiiu'ji 卜的 


ilH 过 ㈣ 
屮 





2 2，- TJ ； 

以，《卜碎 成 1 . 这样的 .1 找_ ■•进 IW 丧达式 卜. 
对于 fl - D 成 U 找 fl ’ J 设 〆 — 丨 法纛利 U 
邯么 丨 .r <!• -进制衣达式 • “ j * a / "••;••♦ 

2» i . — 2/ ?. + 含 + …十 + 


“•!!•••• 

进 iW * 达式. 


a t a, 


2 s 




包括 ( tp . 


此外，如取托[士. 1], 那么：有形如••的二进制表达式 ； 所以卜 '"“ ：… 
“:•". 厢 2-2;r'u; 心… ‘•••• （请 注意， 二进制丧达式不路嗜一的， mul .| 既听以“ 
为 .1000000 …， 也 nf 以表示为 .01U1111“S 而由于这个现由,我们 Rltn 了以把 | ? 

幻中 • 也可 U 把它包括在 l ] t .) 

因此,利用二进制丧达式，可以把帐鐮函败 r : [0, 1] *;.), 1] 表示如下 .. 

v f.aifli** 4 d.— ti «ii * 0, 

I (. Uiaj *«* a B * 4 *) — J 

[•flf <Jj “•£»；； … 若 岣 二 1. 

例如，由 T (.() oo … ）-.() oo .“. 躭 W 确认在 i ) 处行不动点， itm 的-进制丧达式铤 . m … • 
ifii n . iii-o - . ooo -. 所以 ir (. i ) - o . 对于 2 / 3 ,它的二进 制丧达 Xt . toto …，而 
7(.1010...)^ . 1010- ,于是(正如我们巳知道的> 2/3 ft •个不动戍 • 付 T 2 、 V :的进 
制表达 式是 .01100110 …, (fli T (.01 l 00 tl 0*'0 .11001100 … W 5. VJ —方 !《• n . lKHMim-i 
. 011011 ...- 2 / 5 . 因此 • fl : 如我们以前已知道的，我们 h ? 阑期 ••• ？ 、•:】 1 : 

正如下列引理所指出的,利用 7* 的上述我 达式. 我们还有忡厶 
腌中城： 

引環 1 1 对于 . “| “. •… u w “.e [ o » I ] ft ^/> • 

卜 &!•• I “ IH ， 

证明找们对 《 m 败攀!/:】纳法來加以证明.对浐" 

对于"叫成 4. 那么 

1 ^(. 


>的 


箸 - 0， 

著“， 1. 

I ,结论由 厂的€义_, _杏沦 


• > 


rvr u . dj ， 

丨 TX .< M〆 . 0 卜 • 

1 二•"，> 〆 • J . 、 1 ， “ … 、圯 ^ \ 

11 中來 这山議法的 W 设 ㈣ .^ ^ ^ ^ y , ]u 1 M ^ ,f 1 


0 . 


T / 

,0, i …， .，… >• •瘙么等 f r ( 
列的. 


嶋 iH |0. 


I ] rtf 以痄 小:为 押设 《■ 


i . 川 i 入 r (.“,“，•••“• 


,) t 么泠 [ n . u#,,a * 


,). ‘ n - ，w *' 
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子於嫌神情况，都得到我们所想要的结果.^.…二 

w 此.如果 结论对歹”一 1 成立 • 它对于 w 也成立 * _纳法可知姑论对于 所有的 „ e2 

成立在证明7是混_.我们使用 T 面的引理，它 指出. [ O ' 1] 中的两点有相^ 
二进制 表达式 • 它_前”位-致，那么这两个点之间的距典至多为‘ 

918 8.12 设, r 4 . v 分别有二进制表达式.屮 叱…“ •…与 . 6 •心…虼 …， 如果时于 h 
1 9 •••，”• 有“ ,= A ., 那么 U — 


证明我们有 


V ^ 
一 2， 


^ S 

=丄土 丄 

2 •白 2* 

(由于 — 6,|<1) 

1 

= r 

(由于#叫. 


现在我们来确立 T 是混沌的. ■ 

定理 8. 13帐逢函教7'是浞沌的. 

证明首先，我们来证明丁的周期点在 [0, 1] 中是稠密的.为此只要证明如果 - re [0 i 
1] 且 e 〉0, 那么，存在_个阓期点 p ， 使得 | j ：- p |< e 成立就可以了.为此，设了6[0, ！]• 
且* >0是任意的.假定.心•.是^的—个二进制表达式，且存在充分 大的以 Z ， 使 
得士 < s . 如果我们设 


那么，由引理 8. n 可得 
to . 0中是梢密的. 


P 是一个周期点 • 而引理 8. 12殖涵 k 一/ >|< e . 于是 T 的周期点在 


为 r 证明拓扑传递性，设 U 与 Vft [0, 中是幵集并设 

"•…是_、由于_染. 所 ㈣」 ft :1着 
充 分大.使得户 成立.取尸』 A " 丸… ev •并暫虑 


Q\Oi 


ijeu . 


设，“ 


P = •a 、 u r ” a J 、 h l fW“, 

由 ’I 坪〜 1 “ 卜 Wifij 引理 8.11 賴 7 、 *( p )= vV eV . 于垃得出厂 6 

拓扑传遶的 • W 埘 II 狼沌的， I 


- --- — 

一 rr 的拓卿性的证明中，二进制农达式,—〜.充_簠；— 
意点有关.找们实际上 ㈣ 的是. 已知 Uft % 】J 能 

，把 [ m 射到[0, 1] L 这件不奇传 • W 为我们_判这售：二 

门中的汗 ㈣ ， 存在充分大的 #7 …使搏某个_-0 土] 包含于 ㈣ _ 


以抑曾 it 论过广把每个这样的区间映射到 


[ 0 . 


t . 


里然 它在 ㈣ 的定义 中未起作用， m 我们仍可以看出. T 的 最 终”现的不动点在- 0 
】〕中是糊密的.从引理 & 11 可 得出.在 [0. 1] 中相 I . 进制義达式以令 n 約或 
1 交替结尾的任 -点， 个最终要出现的不 动点. （事实 i ： •这已括 r 所 ㈣ 能的似, 
见练习 8. 23. > 已知 I 有一个二进制表达式. At * 3 .% •…，蛑有 二 进制丧达式… 

的点在 J 的^；的范围 之内， 因而在任意接近 J ■之处存在 一 _点.它们足最约要出现的不动点， 


容易#出，帐篷函数的周期点都珐不稳定的.寧实上以下的定埋指出.定义迮卜 
无限豪斯多夫空间的任一混沌函数，所有的周朗点都是不稳定的. 于是. 即使罔 朗点 网赉分 


布于整个定义域，在这一混沌系 统中， 我们也不指望能看到其中任点 H 耔氏期项的 It : 式. 

定理 8. 14 a \ 是一个无限豪斯多夫空间 ../ 是一个连蟢* 教. 如果是連续 
且泷 沌的， 那么/ 的任一冏期点都是不毯定的. 

证明 见练习 8. 25. ■ 

通常.关于一个函数是混沌的直接证明.远十:如渖对于味篷函教岍逬纡的正明那阵咎給 
然而.拓扑共轭蚵能有助于确认混沌 函数. 以下的定理表明. i 如我们可丨！洵期的‘迮拓仆 
共 轭下混沌得以保持.因此，已知一个混沌函数， 与 它拓扑共板的任总卜函敉电@混沌的. 


定理 8.15 如策/与 g 是拓扑共耗的在教，而且 I 有龙先， 澤 么名有 H 

证明见练习 8.26. ^ " 

* Q ( j :)*4 x (1- x ) 定义的函数 Q : [0, 1]—[0. 1], 与帐篷藏败是拓扑共甎的. 

共扼是由心）=5^(|^定义的同旺 h [0. IJ ^ CO . 1] 给出的 • 直接樣明 ， h . T _ Qt 

A .( 见练习 8.27.) 0 的图彤与7•的图形有类似的特怔. 

于是、 定理 8. 13与 8. 15 11涵 Q 有混沌.请注應. Q 的图恥 

《见图 8.15.) 二者都可以看做是把区间[0, G ㈣ 为两倍 

再把拉伸后的区间折脣起来，使得（除了在了= 12 处以外> 一’ 

地映射到 [()• 1] 上. 

所呈现的拉伸与祈叠， ㈣ 起混纯 

r - 拉伸导致把轨线强行分开，_时.折 # 使动 

，区域 • 这两种性态的整合.可能归于对于_条件二二破叫 

p 现的不可预测性.对于初始条件的 ㈣ 依_. 



M U I j)- 












_ _ _ — -- 

定义 u it ( A , 是-空间 •函教，：入 •、 打对于初始条件的敏 釀依⑽ 
如襄存在一使得吋于任一土\1〜， ff ^ y ^ BAr , e ) h 6 Z . ， 使得抑 ^ 

r ^)) > i . 

f 是.函 tw 存在对于初始条件的敏感依赖性，如果存在一她 便得 任意鴉个右 
a 接近的那些点. （£/ 的某次迭代下的象，咸在/的同次迭代下的象嬰远&我们称沒为尸的 

敏感性常数. 

在、 s .- 节中.我们将证明混沌蕴涵对于初始条件的敏感依赖性 . 在本节的引言中我们铃 
指出过，混沌性的性态是确定性的 • 但却是不可预测的，而且它具有隐媒的规律性•而 在间 
时《它把整个定义域混朵在一 起隐藏 的规津性和混杂性.分别借助周期点的稱密集和拓扑传 
违性而被引人混沌的定义之中.具有确定性是所有动力系统的—种特征；其思路是，如果知 
道初始的点，那么未来就由定义此动力系统的函数完全确定.一个混沌系统的不可预阑性, 
是由时于初始条件的敏感依赖性而导致的.如果在決悉初始状态时出现任何不确定性和差错, 
那么——正如洛伦茨关于大气的论述'—迸行精确的长期预报是不可能的. 

8 3节霉习 

8.23 证明： jrero , 1；是帐篷函数的-个最终要出现的不动点，当且仅当』的二进制表达式以全为 0 、全 
为1或0, 丨交 替的一个序列结尾. 

824 (1) 证明：如果 X 有 一 t 平凡 拓扑. 那么当且仅当/有一个周期点 • X — 入是混沌的. 

(2> 证 明： 如果\•有一个离散拓扑，且/: X — . Y 是混沌的，那么 X 是有限集.且/是>:元隶的 - f 
皤环 播列. 

8,25 证明定理 8 . u : 设 X 是-个无限豪斯多夫空间，/是-个连续函数.如果 /$ u 是连续且混純的. 
那么/的任一阕期点都是不稳定的. 

8 , 26 证明定理 *. 1 S : 如果/与被是拓扑共無的 隨， （《&/ 有 屁吨. 那么 g 有 混吨. 

8 * 27 ^ 由…卜 ^(号-)定义的同胚 h [0, 1], 歸蓬函数与由 Q ⑴ = 4 z 。 -1)定义 

的《败<? : [0. 1]-[0, 1 J 之间的拓扑共 I 

u ， 证： 由定义的涵数 Q : [0, 与由則 T 卜卜 W 定义的舯 
w Hi ， ， 1] 是拓扑共板的. （于 是得出尺是賊的结论 •> 
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3x " 2 ~T < « < 1 

定义的甬數 g » Lo . i •「()• i 

' I , 网期点||_密的. 、 & 昆_， l 进制表达式来证明以下各命 

⑴杯誇灌的. 

' | ” • 匕的轨残在 x 中是惘密的， f 遥拓朴传递的，<如學 x 
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S K I , ㈣ 嫩时角衆取… ” ㈣ 的-卜錢 

/! S W . 对于⑴ 与⑴. 请证明/ II 關的. '岐 由 ㈣ 1乘定 

( n _ 对•角的表达式为 ㈣ 的点是广的不桃的軌 4 fts ，中是_ 

密的 • 

<2 , 证明： 形中 • ^# r ] cs - 的每个区间在 r 下被映 ，上， ㈣ 此结论 ㈣ , t 拓扑传 
递的. 

扑充 炼习： 证明帐蓬函数是混沌的另一种方法 

我们现在提供帐蓬函数是混纯的第二种证明.这个方法使巳为人所知的广的明衫的“频以$ 
in _ 先给出以下的引理，它断言尸的图形在每个区间•帐籩状■的， 

引理 8. 17对于任一 及 j = l . 2,… • 2*-、我们有 

ru ) J 2 "-^ 2 

-2*^2/ 签叫^^,2士} 

特 别地， 在 [ g , h 函数 r •在端点等于 o . 在中点等于丨.在区间的任一丰中是线性的. 

SE 8.32 证明引理 8.17. (提 示：用数学归纳法；由 T 的定义•结沦在 《=1 时《々.》 

由此引理可直 接证明 以下的 定理： 

定理 8.18 帐篷函教 7* 是洮沌的. 

证明我们首先来证明周期点在 [0, 1] 中是稠密的.只要证明〔0, 〖 J 中的每次-卜明明点 
躭可 以了.设 LTC [0, 1] 是一个任意幵集- 

槪 M 证明： 存在„， . 使得区间 #7] 位于口中- 
舰抑按上埋的„，证明 p •在 L ； 中有一个不动点，因而在 U 中存在 7 的一令周期点 

然后我们来确认拓扑传递性.设 I ；与 V 是 [0. U 中的任黨忏廉 _ 

槪筘用 SE 8.3 3 和弓_.】 7 来证明：存在 w ， M vc ： ra ；>， B _ 7 __* 

R 4 复杂动力系统的简单人口模型 

本节的_来自-篇名为“具有非常實杂动力系统的模:二^滅文发 
^976年的4自然》杂志上，它的作各是物理学家、生 

_这_文足_心的■个■程 碑. =能仏 
^ 这篇论文呼吁科■休要深刻理解：喊！=2 二 0__各. 17 屬〜 
从不动点到間期点錢混纯*而在^已途 
，自 外部环境的“噪卢”，却叫能是系统内部淋 fM 
L 在学生们的敢学教育屮引 入过. “通过对 简申的 非从 
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性态的某牲 特怔. 

假定我们有-个人群，它的人数从一代到另一代_訂给出，其中表示 
人数 h 所产生的下-代的人数._假定下一代的人数，与以下两个因索成正 比：〜 ^ 
代的人数，二是环境所允许人口增长的场所数 》. 于是， 叫、， 其中 K ( p ) 是^ 
人口在其中可以增长的场所的一个 函数. 我们假定环境拥有一个最大人数 M ， 而/?(户>简枣 
地由最大人数与当时人数的差 给出. 于是， F < p>=^»(M —户). 

为了简化起见 • 我们用由 P 表示可能的人数与最大人数之比，即用1 = 户/从来代 替变釐 
P 进行运算.因此，我们的模型具有形式/ ( 了）=«了( 1 一1)，定义域为[0,】].我们称之为 
逻辑斯谛增长函数.我们认为 a 是一个增长率，用不同的增长率来区分不同的函数， 把它记 
为 /«• 而不是 A 


我们仅对能使得入把[0, 1] 映射到自身[0, 1] 的增长率 a 感 兴趣. 这在 aeCOdJ 
时出现.我们闬逻辑斯谛族来表不参数值 4] 相应的逻辑斯谛函数族.在图 8.16^ 
我们画出了/,和 /* 的图形./；,的动力系统比较简单：无论一代的人口有多少| 
在下 一代立 刻变为0对于接近0的 a 的值/。的动力系统没有多大的差别.特别是，这样的 /p 
在0处有一个渐近稳定的不动点•而在 [()• 1] 中的每条轨线趋近于极限 0. 在另一方面 . ^ 
我们的 参数区 域的另一个端 点处 . a = 4, 我们有函数 / 4 ( x ) = 4 x ( l-^) f 我们已经在上一节 
证明它存在混沌. 



f 二 F j _’ __从把 ㈣ 点 映射到 o 的-个函数 a 变为存在混吨的 /j 
化呢 7 通向賊的道路是—条令人迷憾的道路.它不能加 以分彳 
步的 细劳.们 ，寸 论的仅仅是按照这种方式所发现的某些要点.进 
考书 C j 系次和混沌的许多人门教材中找到.另外，我们将指出另一些 

预期==; 7 ^们==所描述的是当-从。变为 * 时.这1 

h 线 图上水 平轴表不参数 a , Ct 直轴表示在每个函数人的 

中峽此轨_队_下各个刪懷。，‘ 2 v 

2?00, 4 ，并艽成 T 列步镩而得到： 
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(1) 计算在 /。下 0.5 的轨线上的前2075 个点. 即计算 

/•(()• 5),/^(0, 5),-,/ f 7 i (0.5). 

(2〉 在此轨线图上，画出与所计算出的 2075 个轨线点的最后 75 个点所对应 的以下各点. 

Ca ./ r >1 (0.5)),»*.( a , yr r 3 (0.5)>. 

于是 • 对于任一 fl 6[0， 4]，由此轨线图中在 a 处的垂直切片.发现/, R 明性态的一个估计. 
例如，在《=1，正是所画出的值 0. 因此，对于/,，预期的长期性态趋近于在0处的一个不 
动点.对于 a =2， 已画出了在 0.5 的单个的点.于是，对于 /.• 预期的长期性态趋近 f 在 
0.5 的一个不 动点. 而对于 a = 3.4. 接近于 0.45 与 0.85 的值已画出.这反映出对于预 
明的长期性态，趋近于在近似于 0.45 与 0.85 之间摆 动的一 条阓期轨线.让我们用分折的方 
法来验证这些观察结果.并进一步探索在此轨线图 L 所描绘出的性态. 

为了确定/,的不动点，我们来解 /，（ Jr ) = J , 求出解为0与注意到当 

时，$在定义域[0, 1] 之外，但当 4] 时，+在定义域 rO * 1] 之内.用定理 8.9 
来分析这些不动点的稳定性，我们发现当 a e [ o , 1] 时， 0 是渐近稳定的，而当 4 ]时， 
0 是不稳定的.当士（1， 3) 时， +是 渐近稳定的，而当< (3 , U 时， f 是不稳定的. 

(见练习 8.36. ) 在 R 3 8. 18中，我们在类似于轨线图中所用的 n 坐标系中* === 
我们用~条实心线来标出渐近稳定的不动点所在之吐的值.而用一条. 

定的不动点所在之处的值. 

在不动点0丧失它的稳定性之处， a 的值恰好是石动点^与 11 处的破点起进人我 1 n 

屯义域的《的值.此外，不动点丧失它的稳定性，大约出现在針位置’即_ 々-的 

进人轨线围中所出现的情屏以下我们探索周期为 2 的周期轨戊的起游.摘在这蠢 

=定性的改变 • 是称为分岔_态改变的一 •純找 _求出， 

为了找出/•的2周期点，我们求解1人的这 




























-— -- 

s 时， 不动点 丧失它的稳定性. 心 4 时， F 动点十引起所谓的倍周期分岔•它的稳 

i •性终止.从而生成一条同期为 2 的轨线.如架我们用定理 8 . 9 来确定这些 2 周朗点的稳定 
性，钛发现当《 6 ( 3 , 】+ J ) 时它们是渐近稳定的 • 而当十 V ^， 4 J 时是不稳定的 
1 见缘习 8 . 38 . > 在图& 19 中，我们把图 8 . 18 加以扩展 • 使得包括这些 2 周 期点. 请注意图 

8 . 1 ^ 与参数取值迴及 时的轨线图二者的类 似性. 



王如我 们已视察到的 • 这些 2 周期点在 1 + M 处丧失它们的稳定性 • 在那 1 究竟发生了什 
么情 况呢‘ 在图 8 . 20 中，我们 议考虑 3 . 4 < ff < 3 . 6 的情况，把图 8 . 17 的轨线图骤然放大来考 
炉这张轨 线图. 看来-条渐近稳定的周期为 4 的轨线，起源于周期为 2 的轨线丧失它的稳定 
性的那彳、点•于是，我们就有另一个倍周期.通过解方程穴（了） =. r ， 准以用分析的方法来 
验 uE 这结论，由于这涉及解-个 16 次的多项式方程.但是，可以通过对于接近 1+A 的 u 
的这 1 、值.用形考察/；⑴ 4 的方法来验证倍周期. （ 见练习 8 . 40 .) 

•线 m 狀的故事还刚刚汗始.当参数。增加时，_!力 4 的轨线，分岔为周期为 8 的软 

^崎岔⑽朗为關轨线，等等.这些倍周明之间的参数区间，变得越宋越短 ，与於 
倍阓期相应的参数值趋近于—个极限 57 . 

^ ，我们有尤限 多条周 期轨线 •（ fii 且我们进入参数定义域的一个区 

飛现 -系列 ㈣ 的 性态.此外 • 我 fn 虽然不能提供 所有的 细心但有以下 4 


:==限多个，敢 0 的值. [ 0 . n 的—个无限 子集匕 是混_. 

' ^任一 斤上 G /•有无限多个阔期占 

儀教 i ㈣ 于任^ ，恰好 有 -〆 

M - ry \] , y / '* L 不存在 A 的渐近稳定的周期轨线. ^ ^ 

㈣ 参 数的个汗区间.-条渐近隐定的_ 为』 


功々 糸一洗一与， _ 

" 1 — ——_ _ Mto . ■ 

( s ) 刚十财__ ‘卜的孰纊出自货 爾麴二 t 分岔 i9mma 
供到的倍阆期相类似的，_麵一个波状花边出现^ H '， 心 ⑹如 
^轨_中我_ ㈣ .，】”.有間明二”「价的_ 

里有随后__出现.例如&图 8 . 21 中，相应干我』地!〜_线. 

轨_.我们能看刊.当大约 0 = 3 . ⑽时 • 周期为 3 的轨线出现 峡 

岔为阐期为 6 的轨线._为 3 的轨线的起源，随 G 在缚小 s . 4 中给出、山，时 . V 




34 < a < 36 时的轨线图 
(得到 Chip Rom 的许可) 


18 « 39 

818.21 说明岗期为 3 的轨 ns » 的当 s , o i . 
时/,的执线图（愒到 ChipKww 的许可> 


逻辑斯谛族和另一些与它类似的类，已经推广到揭吊轨线图背后的动力系统％裎的研 R 
( 例如，见 [ DevR ] 和 [ Gil ].) … t 引人人胜的结果 i . 我们曾描述过的件态范闱付开此！ 
辑斯谛族来说并不是唯一的.但可以看出 • 付于定义在整仑区间的污些函教昨，在 lit 卜 
间，此函数族把整个单峰函数族提升为一个充满具有混沌的区间上的一卜® 牧. 气 a 从， 〗 変为 
1 时. 定义在 [()• 1 ] 上的函数族 ％( i >=(^ n ( 7 r * r >, 就是这样的一族. 

那么，我们这样对由逻辑斯谛方程逮模的人群所能表达的是什 么呢" 梅氏论文的 一 i i 
題是 • 即使非常简苧的函数也可能显示复杂的动力 系统. 因而在-轉 单的& 然系统中 ㈣ 
察到的复杂行为，呵能传承自这些系统，而不是外部对它们良响的结果. F 动彳?，、，阀期 
混吨.全都是在这些自然系统所能酬的现象.而当这些系统中的邱改 ㈣ 1 ，朗能訓 
这些现象之间异乎寻常的转变，与在逻辑斯雜 ㈣㈣ 到的转 祕 ㈣ _件 
正当混纯革命持续进行之时，许多数学 家和科学家. 祕屮的 
t 方面 对一些 系统逬行考察在这种简单模哨中的动勺系统._助于 

m ： 天体 的运动、疾病的传播和机械中的振动等！^⑽造. 6助十教以 
M 节缠习 

在以 F 殊习中，/•抱的是由 y . u >- o “ 卜所€义的糾.^ 1 J ' 

々 ⑽ H …I ; 1 ' t I, 1 1 ' 

付。的卜 m 即人匕 K , WV<， * 

论当参 《 utt 过丨吋， 你所 《察列的 f 、 动 


*• 36 
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界分岔 

8- M 攸，•的_期 m 件随料 y 来_它们的 ㈣ 性. 《梅祀 求此 ㈣ 1 为2的成.孙及 
f *4 次客哦式/>，《 WpKWfKA . ft 此’次的 H ‘） 

8.39 卜汁轉机铪 fflW 序情况•即 u 怕小 f :< . a ^ f3 ^ a 怕大十 3 ，来考軚呐數 /: 与 J 抹 

V ^ 的 IHIi , lUtfia li 的 f 动点.在你所视窬判的/:的 f 、 动点中，哪鸣坫 /• 的不动点？ 哪咚 n 
的阕明为'的点/ W 论，參彀》越过3时所现_剌的 变化. 在这祖所观察钊的分岔，称为倩觸期 A 
8 •抑用 t 汁菁叽绘围《序，弩察函数< 与貞线 -V •*• 的阑彤.以通近《的值，取这 t 值时此估用 曲 
计贫.出视从 f 期近雄定的埘期为2的轨线•利-个渐近铯定的周期为4的轨线的转变 ^ 

8.41 考虑由 « U 〖所定义的函教軼 W K 其中 A 6[0. 2]. 

(1) 鴯定不动点和它们的嫌定性. 

<2)讨 论在蒂 卜參《域上所出现 的分贫 • 并说明与分岔出现时心的图形（相对于直线 ^ 
变这忡分岔称为齑 X 分岔. 正是与 a — ‘1时义所出现的音叉分岔在此逻辑斯谛族引起了第^ 
間期分岔. ~ 

8.«考 虑由心 U >- Pi -/ 所定义的函败族 />*: R - R , 其中;16[ — 1, 1]. 

<1>礴定不动点和它们的 II 定性. 

，21 讨 论在螯 t 餐教喊上所出现的分岔.并说明当分岔出现时屺的囝形（相对于直 线）, 如何改 
变.这种分岔称为二重分岔.请解释此名称的含义. 

».43 用 ^ nwmmrf . 考察函数/:与直线.⑴的 图形. 以遇近 a 的值， 心取这 个值时 ，二重分 
岔出现 • 引起图8, 21所示的阓期为3的窗口. 


85 混沌蕴涵对初始条件的敏感依赖性 

:始糾敏感依赖性的 ㈣ 表示法 ， 是雜拓扑学 m 个结论，_地 

u mf 空 『■ i . / t 是连续且混 } •屯的那么，/具有对初始条片 

SE 明 1 上 eH G . 凯恩斯、 U - 載维斯和 P . 斯特西•在文 [ Ban ] 中 
涵数逆混_ 始^件敏感依赖性的某些被早的系统叙述，包含 ㈣ 

的两 个拓扑学要 求的— ^、然^, nn ].) 对初始条件敏感依赖性的理解，是对混押 
证明设 V ㈣ 能仅仅用拓扑学的术语来叙述混纯的定义 

在 -- 个使徇对 T 仔， 憤 Y 间 ，/: 是连续且混 沌的. 我们来证明.存 

r(.vn A . ' fflt>0 , 有： e > 和 < 2 、使得 </( 尸(工) • 

忾先 选取两个阉肋卢知， 

用祂⑽兑，& ftff 伽轨线是分离的.设次，是这两条轨线之间的琅小炉 
u , 好賴嫌心 ㈣ • 一个点在轨线 s -个点在_ 
H +失,\ 0 ..“ = 警. 我们断存，占满足定理的要求 .于度 .沒 

和广 ⑴， n y) ) j < U " m 假定以 ~ F 我们来证明 • 存在: ye 札"， 


--- 

山 f / _明錢橺密 的.卜1 此 ㈣ 山 • , •个 ㈣ I ，〜― 

C “ LM/ ._ 紗冷 I ， • ，二 =:_ r 
“ mi ,、 —„ :=2 f 

这就与的定义相 ㈣ • 不失-般性，關定：顯^上 斜点的 

设执是半径为$环绕 V 的幵球 • 而对于任 2 
尸_ 幵球. ，的连续性 H / V ). ⑷ 开生••二 设仏 是半径为在环绕 
:设 ，*什■.此外，任-这样的集合包 t 


^= B o n ( n (( f ) l CB ,, j . 

集合 v 是包含 v 的一个开集.清注意，在 k 1 里所使用的 w .是 p 的間期夫 
，背后的想法是，找务个邻域 • 使得在此邻域中的任 1. 二 I ?二 II 
到的点 广⑷， …，.广 ㈤ &的轨 线相距不超狀作此要求的埋由是 使得醜 叫- 

由拓扑传递性 • 存在 U ，6 B , U - £) 与务 6 Z ，， 使得/ *( u ,, e \ r . 整数 川， 
所以存在/士 Z *， 使得务 <AmQ + m . 我们断言 • 以广4)•广（比 M 犹这蕴涵广 (：. 

tj ； {P) 或广' •（比 ’） 的距离必大于 !?• 又由于/>或 tt ’ 都在 fljjr , £>中，这表明^满足定理 
的要求.稍后，我们再重提此事. 


为了证明以广，“），广占这一 断言. 首先注意到广所 以我们 就证得 
Mp , 广（如) >>25. 还请 注意. 由于 y ^ tioev ， 因此/在 u 上的随次迭代 .确保【王 
如我们早先所指出过的）都位于与 v 的轨线相距不超过3的菹 围内. 特 別地. 广 ( u )€ S _ ,, 
因而&广（如)，广 *( 9 m 于是，由三角不等式 • 

c / U ， 产- Uq 、) ^ d ( s . p ) +</(/»• 广 < u .)> + A 广 ( U ) •广 fc ( y )) 


<8^-d(p,f^iw))^r8 
= 2 占十以/»,广（11)). 

^ 由于^与 9 的轨线的距离至少为祕，于是得出 4^ c / U •广因此. 

1 (U，)) * 着涵以户，广 （ u 0)>2 衣所以,我们证实了此断言 .* 火产 ( A >. 广 ( w ) l > 路 
再设《 = /洲.要么广（111))> 占. 要么 iA _ T (* r )•/*(/>> »在‘否则，我们就有 

出 、& W / Mj ：〉， 尸 < w )> <及及* /( 广⑴•广(夕) 

二角不等式，上式嬗涵 rf ( r ( p K 广于是产生 矛盾. 由于议'与獅々， e 、 
£ l 中存在 - v 和 # Z +. 使得#以广…以成之.于是 ㈣ 

d 班克斯及其同⑽ m 、又对_点_: 

件的敏感依赖性之间的关系•迸.步作 了料.的, 

^ k'AiJt 韦_ 普和 R - 伯格伦德& [VeU 中* u 

中的 t 的，巨有拓⑽ 脈. 那么/有周期点的一 个贿柴 • ^^ <thR 

个区间1:的〜个连续函数，拓扑传 递性& ⑽保韻的存 在. 










ie ^ 


表 8 


x ， 在定义 


中豺 H 

当直仗当对于 X 中的任一对开集 C ；4 V 


1997年 . P . 图伊“ 了⑷ 中证明。 : ”：、 

托的两卜糾•可 ⑽并为 M 定義 — =要条. 

定理 8.20 连缝函教/: •卜.、’是 ㈣ 的’ .. 

在一个用期点 j ； 印和是 W ， 使得 ’ (jr ) eV * 

«zgs 见绝习8,47» g 

战理 S . 2U 中所指出的函教/是■的条件说. w 定义域中的任—对幵集， 被⑽ 

条罔朗 ns 伊进-步证明 r ， 如東在-个 混 ㈣ 数 /的定义域中，给定1 
限的幵集族 • 那么存在/的一条 "光 顾”任-汗集的_轨线 • 

尽管€理請 使得混 _ 定义（在连续減的情况 > 被简 ㈣ - 个必要条件， 但是具 f 
两卜必要条件的定义（定义 S .10) 特别有启迪作用，因为它慨括了混沌成对的 本性： 在周期 
点的稠密集所呈现的规则性 • 和由拓扑传递性形成的不 ; 规则性. 


8. 5 节每习 

H .44 证明：尤论拓扑传逢性还是周期点稱密集的存在性.仅有二者之都不足以蘊涵对初始条件的敏》依 


輯镰 • 

O . 求个函敎/: A - A . 在它的定义域有阓期点的-个稠密集，但不存在对初始条件的敏感依 


賴性 • 

<2* 设/,由"扪=奸1定义.也就是说圆罔旋转1 孤度. 证明/有拓扑传递性，但没有对 RJ 
te 篆件的 敏感依 轉性. I 提示：己知在此岡周中有一个区间证明存在使得尸({|>门 
1^0. 但广山)本 U . 然后再对 w € Z ’， 考虑广 (17).) 

8-»5 车醺我 们要沦证： 在拓扑 共轭下对初始条件的敏感依赖性不 保持. 设/: U , co )^( l .,) 由 
- r 定义.再设 g : R — IT 由十 r 定义. 


8.46 


1.47 


UJ 这明：/存在对初始条件的敏感依赖性，但 K 没有. 

(2 ' 通过找一个明鴯的同 Eh U ， )- R A , 证明 /与 g 是拓扑共轭的. 

殊习论证了.对初始条件的敏感依赖性，在拓扑共轭下-般不保持，但是正如本®所证明的 
果找们限于在-爷紧致的定义域，那么上述依赖性保持. 

设入与 i •逛分别具有®置心与心的紧致度熗空间胺定乃 X •: v 存在以 5 为敏感常数的对 wteJ 
物物.赛依赖性.丼假定 g : 卜>’在间胚; j : x ~* y 下与/是拓扑共轭的. 

r= l(V， * yi) ^ Y ' Y t tix(h l ( y ,), 是 y:<y 上的个紧致子樂. 

<•’ ㈣ ：时 f ㈣ <y " viiec , jy { yi , v ,» o . 因而 ti v 在 c 上取 ih 、 正值 < r . 

⑶ 证明：篇存在以& 为敏感常数的 • 对初始条件的敏感依賴性. 


細当对于”的任-刪… • 


N 伦与度埋论 


第 9 拳 


对两 个不同 的拓扑空间加以比较，■我们已经讨论过 • 但我们还没有论 5 如何对两个 
石 同的函数加以比较.对于函数来说，是否存在有 用的等 价性呢 ” 玍 9 . L 节中. 我们 引人同 
伦的槪念，即一个函数到另—个函数的连续 变形. 由波 此同胚 的两个函数岍分享的 —與性 
在本章提出的一些结论中起重要的 作用. 

在 9.2 节中，我们把同伦应用于一些被我们称为圆函数的函数.在当为出现—个周明变 
量的场合建模时，圆周是所使用的一个自然空间.所谓尚期 变屋. 所描述的是.在固定长度 
的整个连续时 间区间 h 重复的同一 状态. 岡函敢出现于这样一些场合，此时一个阍期 变着被 
映射 到另一 t 周期变 M . 例如， 当 一个搏动的心脏受到一个剌激时.在这个搏动阇期内此刺 
激出现的时刻，被映射到在这个搏动阔期内此心脏由于这个刺 ft 而复苏并再次 搏动的 时到. 

圆函数是把圆周映射到自身的连续函数.对于这种圆函数.我们引人度的嘅念.所谓嗖. 


是一种度最此脚函数绕此圆阛自身卷多少次的一个量.它是我们对度所怍定义的一 M 接结 
论.此定义说，当且仅当两个脚函数有同样 的度. 它们是同 胚的. 在义2节中.我们定义度： 
而在 9 .6节中，我们证明在度定义背后所隐藏的某些技术性结论. 

在 9.2 节中.我们还引人收缩.并用度来证明2维非收编定理（我们将在 第川章用这个 
结论，来证明2维布劳威尔不动点定理).在 9. 3 节中. 我们介绍雯在 一 i 乂魟搏动阐皂中的 
应用.在那里.通过对一个搏动中的心脏所作的一些闻单的假定.我们作出结沦：在，功 1 旬 
期内 • 心脏不能连续对所施如的强度和时间的改变_激作出反应.拽_论彳、"=‘ • 
” 恰好在此搏动阛期的适当瞬间对心 It 的-个很小的剌激.每能使此心脏陷 
在本章 • 我们还考虑度在数学上的某些应用 • 在9」 节中. 我 
定埋 • 在 9.5 节中，朗職来证明 R - 咿 V 不是单连通的，料用这料几长… 

面与 R . U >3> 加以 K 分.并对圓周与加以 区分. 

9.1 


同伦 

在本节.射1引人 同伦. 这卜嫌念能 ㈣ 地把卜 抑 
定义 9 *1 设八“ AT+y 是连雉兵教《 定, 一 ：0 , 匕 一 


有枳拓扑. 


l ,) -/ U ) A F ( ur , 

是同伦的. 


gt 

我们你/与篇 


乏同伦的 

. 这一轟敫 F 綍为 


f 鵃羲. 

f 烽承自 R 的子亡 叫炻朴 • 

如策“-爷“*敦厂 、，卜 、•使 4 
厂与# 之傅的一个闻伦象速太^ < 








J 84 




1 


m 

个区间 


q 丨椹述了一 个同伦 F . 由于有积拓扑.我们 认为. 同伦是把入映射到>/的 
_ =中的 t 常，兩教… .是从入到 v 的—个映射 ^ m 4 r 

例 9 ., ; 卜 R •由教 d .' •由丁相加是连“ 

^；-;, F ^/ C ^) = f ( x , 0 )=j 与发= 1)= - r ' fl 〜间的- 1 问沦•映射 / 是 Ri ^ 

史 R 中的任-点_成自，的恒綱 . …把整 ㈣ 袖沿正向 ㈣ • 1、奉位，对干，的 
一 f 、 章懷 ♦ ‘至教 FI V ..,把实澉秘移动一段距离匕当/从0更为] • F 啟把 y 映成 好， 

例 9. 2 % f ( j ) — ( cos < »rr ) _ sin(irr >> 来定义: / ’ R • 咩闹片 （*r > = (cos (龙 上 ) 

卜 R . 这两卜映射郝是遣路的 例子. 

这两.、崦衬是同伦的，但是如何看出它们是同沦的呢？我们取它们之间的一个直线式的 
同伦.我：：秫它为直线式同沦，厚因由子对于任一了6 厂 我们沿它们之间的直残段，把 
(见围 9.2.) 在实现同伦的过程中 • 当 ' 在0与1之间任考 取值时 .我^ 
H 使 / u > 到距离的百分比得到改变. 

^ F < t . f ) = ( cos (7 rx )* (2 f — l ) sin ( ffjr )) 来定义 F : JX 7 —R . 函教 K 是连 续的， 由于它 
是由连 续函教的复合 和乘积所组 成的.此外， F ( jt . 0) = /( x ), 且 F ( j «, D -^(. r ), 因而 F 
是所要求的同伦. 




_ 图12 1^中从道路/钊 M 路 X 的彳、隹⑽ 

' 如果我们考虑两条道路/■与容有值域 K H 0), 那么它们之间的直线式同 f 
如所定义的，未能把⑻映成 R ’ 叫⑺.然而，尽管 F 不起-竹 
伦的作用，但这两个道路在 R ’- ⑼ 中是同伦的. （见 练习 u ) 

定理 9.2 在所有连续函教/: py 的集合上，关系上是一个等价关糸 
y/mr 关系 具有自 反性、猶性 和传紙为⑽的•设 p 

定义^ 个同伦 f : xx/ ^ y * 職 〜 0> 二一 

-是/与心的，伦._… 
为 r 证明传递件设/卜 是贫与，之间的一个同伦.所以 ， n ^ 1 ',, 

的.__伦心与 * 以 的② 射由*定借_舒 . 妙 

^( x f 2 n 


x , t ) 


0 r 卜 - 




1 --- - 1 抑 

_合上是-致的.于是由粘接引理口了得 H 是连续的•由于州卜匕⑽定 乂时賴 
W ), 我们就证得/二片且技^蕴涵/ #•. * 一广 且 HU , 




图 9. 3由 f ■与 G 构建 H 


由于集合上的一个等价关系把此集合分拆产生等价类，在等价关系 上下， 所有连 续函数 
/: 的集合 c ( x , y ) 被分拆为一些等价类.因此，我们有以下的 定义： 

定义 9. 3设 C ( X . Y ) 表示所有连续函教 X—y 的集合. C ( .\. V ") 中的同伦类定义 
为在关系二下的一些等价类.此同伦类包含一个函數/,记为 [/]• 

例 9.3 从 R 到 R 的任一连 续映射 /, 与由办 ( x )=0 定义的早凡峡 射心： R—R 是同沧 
的. 函教 F ( i ，0 = U - f )/( jr ) 是/与 ☆之间的一 f 同伦.于是殫出 （：(/?. /?) 绾成 单卜同 
伦类[尽。]. 

9.1 节练习 


9 J 证明：从平面上的圆盘 D 映成自身的恒等映射，与从 D 狭到厣点的映射是同伦的- 
92 证明： 如果/，•/ M y 与心，办： y-z 是同伦的，那么心 •/• 与 g _:/， 是同伦的 

9,3 设，与装是 R 中的道路.证明/与奸是同伦的. 

9,4 设/与 x 是 R : — 彳 O ) 中的道路.证明/ e 3 K 是问伦的 n 证明任道路与常3路是同伦的 .h 
者把整 m 司映成道路的起点.然后用 r -从 &追路连通的事 $. 紐明两条常道 路是卜 
9 . s 设/: M •与 A /-*V £ V 4 MI ' MHU >=.、, 的 m «因此/ 与化. 

和同-终点 .） 从/到 k 的道路 同伦. 定义为一个使得打心 o )=/ U ), F ( x . F < o ’ 且 


«.6 

，.7 


’ 別成立的一个连续函数 / X /- V . 

证明： 设定义为在 y 中所有道路的集合上的- 个等价 关系的道路同^ ^一即 f ou >:〜 

证明：以 g 为起点，以 n 为终点的任 L : 卜 R 与 卜的 I 

所定义的道路九： ；， R ，是道關伦的. 有叶连续糾的网肢 

|: 如果入是一个拓扑空间.而 D 是平面上的圆 a .導么，从， 

=下的定义： ，一个… 教是_…拓 ㈣ … 

定乂 9. 4如策一个拓扑空间 . Y 上的长 等轟教.与 

笔的. \ n iif iff ( K ) li 


么 X 是 SJ 收埘的 
⑵证明：叱砉可收 I •的. 



























鳙的 \’M 醅 a 通的 
有，咖计置明在⑴， n 中存 ft •个通路的陳类 



9 2圆函数.度与收缩 

在 本节. 我 H 主要 ㈣ 技续函 牧这样的函教 ㈣ 圆函教尽管找们专柱 f 
圃間賴 r 所给出的结论 • 町转的此圆周间狂的任一、' ㈣ •'• 細定义 -个明 朴的 
度.然后 關紐明 二鮮收 ㈣ 理： 把 ㈣ I .的脚# 9 ^⑽圆 ㈤ 件使得 V 
固定的 连续* 敢是不存在的‘ 

为 r 表示此 圆固上 的点，我_变最士其中没是在此平面 认』 轴正向幵始度置而得到的適 
常的角. < 见图 SM 、我们假定，如果沐与沃钼差 > 的粮教倍，则它们衣 W 此圓阓1；的_ 
—点. 

为了实现些圆函数性态的可戌化，我( I 】耐以展木它 I 门的图形.找们把函数 -/: S'-s 
的图形看成集含 

, U ，. v > 6 s l X S ' I , = / U )). 

此囝肜是环面的一个子集.而当我们把环面考虑为正方形 [1 2 n ] X [0, 2 nJ 的讨边视为 N 
的话. 那么我们马以把圆函数的囝彤展示为 [0, 2it]x[0. 2«] 的一个子樂《由于 认为对 



f «9. 4 我们用变 jifl 乘 
表示 IB 冏上的点 


ra 〜5 啪函败/\心 A 的闬形 


度 对函 来说 • 这— ㈣ 料 •"• om ^' 




糾 1 .“统關 ft ” 次 


c H 


- - ---- — 

^ fl ㈣ 这样成 ㈣ 的 n 純 m _宠《< 


ur 


lL « 





\ i \ 1) K . 


i «9.7 « 动.遨网扣停雀 mu 事 ■贼射时 食出蠅 的轚决 

在定史一介脚的嚷之 后. 《 rtt 藏的 H 如 M (8 助 M 伦 utft i ， n ^^ - 

找.有 j * 以 f 的定理找们 躭吋 以实瑁这 

定理 *>.5 对于任一«兵敫，•• y •.< • 4在 ii 一的.吒 , s . :;( ，个 
定义 9 .6在 定理义 5中，与 A S * - S ' f 灸的 ，一的《疋义吟 H . • V 

我们在9,6节冉来证叫定理3,5.由1述定义， ftiu « mt»wa hur .1 nr . unn 〖置_4 
fR 函教的网伦类. 

定理 9.7 务 R 仪与 上以 / 两个•在敎 r . （ - U 的. 

证明由于间伦遥•种等价关系* milt . 脚映 W 的的 M 伦 m D 孅搴 
i 涵，它们由<[<.^)] I n €2 给出,«此. 、 m 仅、对讓 (. ， 

仁发.这怡好( V •対蜣卜 nt : i ,, ° "时 出吒. 

定柙义 7的卜 列 推论， 在下一竹我们 Mj 它长讨论 /t <、 f 心嘢搏幼檳免的咚叫 
燉论 9.8 H K , S ' X [* i , h\ 是邊蟑的.如霞吋 f 任一 k 
S * 是由 F ， (们二 m r > 定义的 ID 戒教，那么/•的 t 烏 r H 
证明见练习 9.10. 

准沦 9.8 衔出 • 如醪我们科-个把婷 W 映 H 
M9 的连续阐牧 F . 叩久十如作 | 9 .8所 ，f、， 如 
败找们把^'限定作与此坏两 M 心的、 tlUr 的 
卜， * 邮么所得到的圃鶸数 F, 尤虼. 

^ 的记押钇沖及哝& L> 的脚映射的 Mil 

定理.作本秩全家我 们郁使 用它, 

W ? HjLk 由广延柘吻 汰圓廬 ”上的 
1^ =兮 成教， M 1 AJK /', S ' - S ' 的 t HM >. 

^于听有的 ‘, is •郜仵 h{ r) . f{ t ),) 

，明 ㈣ in 叫十 • 代陳 M.W 以十齡 靡 th, \ 

S *. .?}' ^ A 祕和 ㈣ 4 ⑷教 A /， •、•' 山 Ur ’ m . 之 _ 
___• “WHH 的 心 


U t > M 



o 


_ V ? 

(即 火 鼠仪 《 f 溽办 


卜的薄 T •豪_，妒* 
M 飧為教 P 


夕《 t M 

W iC ■定 •《” 


y ' r • 
tmKt * 





























给出.于是得出 • 仏，.賴^的誠 Glsu , •的 _ o . 卽 
“中 （• ：等子/•應涵/■的度为 0 •正是我办】所關的. 

于是设/的 STM 因此 ㈣ -个同 伦…广 卜= ( ^； ；( ^⑴―'。⑻ •且叫 
1 |= _其中‘是把任一点托映成点 06S , 的常值函数.由 F ( r . ⑺ — G d > 3 ^义 
F ^ 由 于当 r = 0 时，⑽， r ) 付于 (? 取常值，于是得出， F 在 1 — 0 时被明 确定义西 
而是被定义在 DJi 的-个函数.此外(：是连续的，殖涵 F 也是连续的 • ⑽后， FU, ffU 

G ^, l >=/ (扪.蕴涵尸是/的一个延拓. _ • 

以下的结论，是_通过 - tM 数的度，来确定的另一个有用的事实 • 

定理 9 . 10 如果圓函教/: S 1 — S 1 的度不为零 .那么 /是满射. 


证明见练习良 11* _ 

现在我们来引人收缩的溉念，它是把一个空间映射到—个子空间上.且使此子空间固定 


的连续函数. 

定义 9 . 11 设 X 是一个拓扑空间，而 A 是 X 的一个子集.从 A 到 X 上的一个收缩.是 
使得对于任一 fl6 •凫都有的连续函教 X — A . 如果存在一个收縮 r : : V—A •那么 
A 称为 X 的一个收缩核.（见® 9 . 9 .) 

例 9. 4 如果 A 是拓扑空间 X 的一个单点子篥 UK 那么 A 是 X 的一 f 收缩栈，由于把 


X 中的任一: r 映射到 a 的函教是一个收缩. 

例 9 .S 圓阉 S 1 是 R - IO ) 的一个收缩.使用极坐标 （ r ，（9), 由 /( r . (9) = (1 •仍所 
定义的函數/: R : -<0} - S 1 是一个收缩. 

例 9 .6 考虑图 9.1^ 所示 的平面上的环形区域 A . 它是把中心在原点、从半径为 1的® 
阌 G 延伸到半径为2的圔碉 C ,, 并把二者之间的部分包括在内的区域 . C , 与 G 各自酆是八 
的 收绾. 然而 CUK ': 却不是 A 的收 铕. 由于一个连通空间的连 续象， 一 定是连 通的. 




在上例中 . C , 与 C 2 各是圆环 A 的收缩, 
Y 3矜能看作为积宁间 x / y 的收缩. 


是下例的一个特殊情况, 


M 列表明’空间 X 


太 ^ 祀 “ 作力 ㈣ 该 ^^ 同肚的子 ㈣ （同 _ 包含与作为收肺的 x 同胚的子空 W 


^ ^ ----- - 

讷如江脚坏内汴江怍々脚坏收镅技的脚阑子空间（见图~ 
㈣ _】的_/人 _ 61 以 U 利它的關边界的收蠼不存在 




1« 9 .\\ 怍为 w 坏收 期铒 的脚周 m % 12把一个鼓上的皮变形为它的边蠓轉別起 

撕裂.说明从 U 钙 V 的收*孓存 

亊实认 R ” 中的"维球到它的维球的边界 S * 1 的收缩 f 存在. 这个一較的结论 
粉;为非收缩 定理. 以卜我们证叫此非收缩定理的丨维 • 2维的钣车.由于使用 r 來 Q 代败拓讣 
特有的工具 • 因此易于作 出一般的结论 • 

定理 9. 12丨丨维非收缩定理）从 B *[ — 1, 1] 到它的球面边丨兮二-1，丨上的收 li 
不存在 • 

证明从[-丨， 1] 到丨-丨， I 丨上的收缩不存在的结论是显而易见的.由于作为从- 
f 连通空间到一个 不连通 空间的一个连续函数的，从[一 1 ， G 到 1 一 1 • n 上的一彳收锯， 

是不可能存在的. . 

定理 9.13 (2 维非收缩 定理} 从園盘 D 到它的蘭用边 P 的收續不存^ 

证明用反证法紐明，为此，假定时于所有的托 s 、 存在 
使得_ =氏这函数 F 是由，_=<?所定义的隹等由数 ld : tj 

等函数 id 的度为1•因而定理 9.9 賴 • id 不能延拓到定足在 D L 的一 7 ’ ■ 

假设扣矛盾.人 /.) 到 S * _ L 的收锻不存在. 以电以子 D 时•这样-」、收镛 

例 9.8 d ^ JS ' 上的收縮不穿在 . t ^ 

就提供了从 D 到 S 1 上的一仆收缩. k •不动点定理，价. 

在第 lo t _細__理.在那^将=^^ ;收痛卜 ㈣ m 
以下找 们讪明 关于收缩的一敝存在定理.尽管 A 的-个收痛 

条弧，耶么，无论 A 环络此圓盘的按 n 沮朴糾种 m 
9 ，13，> 这个结 论的此 叫要用到蒂茨延拓定理，它巳迮^1 A 泛 / J 的一仑收 

定理 9. 14设 f ) 是«盘，并设 ,4 CI 卩是一条孤 .、:‘ I - lf |J -/» m I . - 1 * 1 
证明由于 A * 祕，所以存在映射到”氕 供由 •茨祕_ 
騎 致的，咖/\帳歡致的 • _ A 适豪斯多夫 ㈣ ^ ,卜、达从1'刊、 1 

K H fi - Hi _“ :卜卜 』 • 

〜个收缩 . 






















9 2 节 » 习 

,1) 把 WNU I 的* J 韻 l：-: 的对心办詩 匕 .映 H ，s n ' 

ee to,ir] t 

. S, "叫 1 ^ in , 2 nl 

,.,„ 证明定 HU 设 1:, S ，' … 卜义 ftil 鳙的.如 ㈣ f 任 rtU ， M . 找们设 f， M s 、 s ， 
t !(»)- /.(^ f ) 定之的耶夂 F . 的 « * j ， l 关. 

«.ii 证明定 a<n : 叻轚 - t * iw 嘁 . s 1 » s ’ 的 HM 、 々雩.郎么 / 坫满射. 

».ij r - iioi 的康 Wi s 啲衫垃、的-卜网点户认.讪明衫不 是入的 个收缩 ft . 

9 . 13 I'i \ *2 卜蒙哳客矢亇 N . 啪、 ® \的. t 收-呢托.证明 A 昼 X 的-个闭 f •集. 

«. 14说明田，'.丨 丨中的 HRi* 残 s 负 HU 此平面的 - h 收缩 W . 




ffl ••. 13 n 中的每 I 通,‘\铯丨） 的一 个收缩 

93在心脏搏动横型中的一个应用 

在本节 • 楗们考察一个剌激搏动心脏的镆型.我们用度理论,来作出关于心脏如何对钱 
嗖改 f i 的.在搏动阐期的不同时刻析施加的剌激作出反应的某些有趣结论这个模菊选自 A ， 
(1 M 12 2002) 的-窃越为1然心脏死亡：拓扑学中的—个问题"的论文.他是一 
位理论生 H $ f 射物錄中陳学__究工作_人熟知 

上的 —个变料来換_ 搏动周 期中的 时间. (见田 9* m _ 

, 绕此_按_计方向旋转，报次它 ㈣ 心脏_的_ 
请 注意.这意味着为 r / rf ¥. 我们價定摊动_为 2 W , 

明心 ㈣ 賴期中的时间用關 t ㈣ 來 W 拟 
个__心脏，嶋卿._心脏对此__ •此一 1 



--- 

_#被_叫 心肌 ㈣ ㈣ 所花的时间來 ㈣ . 

_动_十_被__ ，亂 称为耦合区间，并以".我 ㈣ -思 变的 刺似 

麻“一列强(〜，并考__侧__,.(‘=== 


癲教！ . : 


•wxL 议 , ，片」 


心_-个制麵的反应.称为弱重新安排.而对 -1' 强龍的反应， ㈣ 强重新安排 
如门对弱 t 新安掛和强艰新安排作以下合理的假定 1 

(1) 由于弱 屯新安排，游于在搏动速度控制时任何微+变化的剌澉也邾，因此这彳、潜认 
n 在此剌激 之后 ， 在搏动 阆期中持续的时间. 

(2) 由于强取新安排.这个刺激强得足以使得此心脏丧失对 过去、 薄于一个~耦合区间 
无关的攢伏的记忆 • 

t 述假定转换为如囝 9 . 16 所示的有关潜伏 L 的 性质： 

(1) 对于任一 r ^ S 1 ，L ( c . u <)—2 it — c . 

(2) 时于任一 res 1 ， 存在 fes ，， 使得 tff ， g )= 6 \ 





: Kll JWi 疋 i- 々迪，殳疋' ITJ— I TW 

.是 连续的 ：‘那么它有•^被的% ‘ s , 按 il 时针方向旋转一次.此 外， 


<*•> 的度^ •无关.因此 S l x [>， 」 一、 1 w ㈣ 的. 


e 9.s i 

..— h-hpj j , ，”一「 kp 按照我 _ 假定•潜伏 

'•<， 丨的度句>-•无关.肉此^ 

後地依赖？剌激的 h •时和在整 t 强度区间内强电从弱，到搏动岡期内的适 
私脏_激_时和强®改⑽ ㈣ 糾式的隱 
刻接收到-个侧激,此剌潋对能以一鞞不⑽ ㈣ 出可__ 祕学祕 
則我 们来辣 S 1 x [ u -. 从刻 1 没肖逢續性. 找们 考虎这样的情 

厂 总石连 續的. 存在 - t 点银尸<」..例如. ，喊 1 
即这个+连難位于夕 x [«，， ajJ 中一个®出现这 沖情义 作 
_独的_ 点. 且此点在 m >， 乂的^ _“潘_. 

~的料的_]卜 此潜 ㈣ 数」 ㈣ 以到 二⑨ n 利 ㈣ n 
4厂_此断斧，找 mt / •喊的 ―打 •㈣ 读的.力 ri ? 出我们 
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-办、 

襄在里边， 


下一步，我们以图形的方式突然让 4 翮转，使得内脚•在外边，而外脚 
(见图 9. 18. > 

然后，我们填满内直径的洞，得到-个新的区域进而我们通过于在仏 
分上的常数『•把 L 延拓为一个连续函数 (见困 9 .】 y .> 由于广已经等于在 A 的内边^ 
上的 5' 于是得出广是一个连续函数.（请注意.如果不定是常数，但它 的度为 
0,那么由定理 9.9, 我们还可以把 /-U 延拓为的—个连续函数 . > 



图 9. 17位于 K 中/-的 
间断点的集合尸 




在拓扑上，区域‘ V 是一个圆环.因此，我们可以用推论 9.8 得出 结论： /.，丨4的度等于 
L ’ l ， ••的度.由于我们以前已讨论过，1/|〜的度等于一1.定理 9.10 蘊涵，如果我们把 
1 ^考虑为由此_映成自身的一个函数.耶么它是一个满射.因此土如我们所断自•的，在 

怍为 K 的边界的圆周上，函数 L 取遍从0到 2 ti 的潜伏的所有值. 

因此.我们看出，反应的一个 t 分复杂的分布可能在厂的间断点集合附近出现.特别. 
如果 /. 舍单独的-个间断点 p ， 且此点在 s 】 XU '， ^的内部，那么函数 h 在环绕/>的任 - 
= 的潜伏值 ， 这时可得出， 由托 P 处剌激强度和 H . 时的很小的变化，就司 

= 1变化范围.在心脏再次搏动之前，我们不能_它在此搏动周期中占 
多长时间.任何事情都可能发生. 

以下介绍有关_点与_賴⑽定义和定 现： 

在包给 A — 7 及-个如果 时于任-包含 /( jt ) 的开集 V •存 
rtni ^ 使得_口，那么/在-,是连续的. 如果 / 在， ，鮮 

iL ^ 

在这电的，自且仅当 它的騎 点集足 空集. 
_==拓=，_.咖侧、_供广町能的_，往往会” 
年. 28岁的他在选实:学有—位资_纤_搐动的研究者 （，_ 边 • = 
软用装住他箱子里的实验设济实验室的管射九愈发观 r@ /!^ 
傍晚 M . 因斯迈 tF 他紅,的边^动监朗义来 U 雜 ㈣ 的心肌辨动._边在、 
㈣ 冲歼_.附=;二=，出 ㈣ ，物淺如戲从 ㈣ If 
1然支持他本人的这个朐设 ’ - 拓扑性质，斯边本人所纷 ㈧ 的致命结局& 


kj 怆^ £JL 
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93节⑽ 

1.15 本期为证明潜伏函仏 S,X[W . 不籩连嫌的结论提供了另 

由它构造在平面[脚盘上的~个连续函数/, D - S 1 . M 在边逢嫌的•碑 
度为- 1. 再用定理 9.9 引出矛雇. 得在 ㈣ 關1:的 ㈣ 条 … U ^穿的 

9.4 代数学基本定理 

我们以前已经看到了拓扑学在分析学中的两个重要应用， 

值定理.本节我们说明如何用度来证明代败学中 
本定理. 

代数学基本定理断言，每个多项式方程 

a" 2 "+anc <M +••♦ + + 《 0 “ 

在复平面 C 内有一个解.令人惊奇的是，这个基本的代数学的结论，我们居汽能够用拓扑学 
的工具来加以证明. 

首先，请注意由于我们可以用〜来除方程 (9.1), 就只需要考虑形如 
的方程了.上述方程在 C 内有一个解，当且仅当对于任一正实败 c ，方程 

〆 + +…+知+，= 0 

在 C 内有一个解.（见练习 9. 16.〉由于 r 选取得足够大•我们丐以确保 


+…+ 




< 1. 


因此，为了建立代数学基本定理，我们只需要考虑形如 

+6 C， 1 +."+^r + 〜=0 

的方程，其中 Ih il+.p+lklC】， 这些方程是下列定理的对象： 

定理 9 . IS 如果 | U + …+| 6 „|< 1 ，环么方程 

z - 十 ••• + 知 t + 如 篇 0 

在 C 内有 一个解 

证明我们设法用归谬证法（推出矛盾）来证明这卜结论假疋 
rH f 1 + ••，+厶， r + & = 0 

在此复平面上没有解.设 D 是脚盘，•而 S 1 是圆周.在这电㈣是 此复㈣ 的一 
乃程 （9.2) 没有解，我们可以用 

来定义连续函数 R D—CHO}. V( s 

s^c-<o) 的-个延拓，使得小，_• m “、 

我们用終-齋和咖=微⑽的― ， 

㈣ 以崎#_拓，_，定埋 9.9 賴 A ? 的度々 ⑴ 


(9.2) 
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示妓龍：的-个函数，而 r 、 是角 度 ㈣ 一 个由数.有了此 断 ㈡ . 我们萌 u 推出牙.盾 j 
是由于#的度为 0 ，而 g 的度却为”夹 0 ， 

为了证明此断言•用 

( g " 4- t 、 K l + …+ &g + 办 o )) 

= | :• + fd 广 1 十…+ & : + 办 0 ) | 

来定义 H: S' xfo, 1]-»5'.为 r 确认 H 被明确定义，我们需要证明对于所有（*， <)6S'X[o, ]] t 

k + + ••• + & 十〜 ） 丨 > 0 (9 3) 

成立. 由于 f [0，】]， H 丨+ …十 I〜I <1，且对于任一 2 6 S 1 及 j 6 Z ‘，卜】•我 
in 有 

u^-f + M + 一 1 + …+仏2 + 6 0 I 

(丨 V〆 1 |+…+ 如 |+ |6 0 |) 

=1 - /( | Vi I + …+ 丨 M ) 

>\-t 

^0. 

由 HU ， M 的表达式和不等式9,3玎得出， H 是一个已明确定义的把 1] 映成 S 1 的 

连续 函数. 此外 ， H U ，]) | = gU ) 且 ff ( jr ，0) = = 最后的等式成立， 

这是由于对于任一 Z 6 S 1 , 1^1=1. 因此 H 是尽与 U 之间的一个同伦，于是，此断言和定理 
的证明得以完成. , 

9.4 节练习 

9- 16证明：方程 

‘，广 1 + .♦• + % Z + flfl = 0 
在 C 内有-个解.当且仅当对于任-正实数 r •方程 

，十，十.•. +耷:+窆= 0 

在 C 内有一个解. 

9 , 17 请对定理 9 * 15 证明中以下部分的每-步加以验证， 

1 〜 f 

>1 - £(|6^ z-'|-f ...^ |“|+ |^|) 


9.18 ( I )证明：如果 r ：> o 使得 


郎么. 


= l - f ( |6叫 | 4 - -f | 6 1( | 
>0, 

❻十 叫务 …， |<u 




— tv . 


k .. +«•» + “,.， o 


希 --- 

■ — tf5 

的所有解_足卜 |<r. • 提示《请证明： m 翬 （ 备“鬌么 

，一 H 卜 

并由此证明此方程的解 r 不存 fiE. J 
( 2 > 证明：方程 

的所有解，位于在筻平面上中心在県点，李径 为：? 的忏_激之中 

95再论拓扑空间的区分 

在本节，細对心 2 节中关于区分拓扑空间的结论加以推广在 m 中， 

连通性的槪念 . 证明 r 各种空间相 £ 是 f 同 胚的 . M 节，我们以类 似的方 式 ㈣ 宇 
的嫌念《 

定义 9. 16 —个道路连通的拓扑空间 . Y , 称为单连通的，如艮任一連续占敦 h x^s 
与一个常值函数是同胚的. 

如果我们认为连续函数/: X 是 A 中的 回路. 当.\中的任-问路酢[以殳恥勺、屮 
的一个点时 • 一个道路连通的拓扑空间是单连通的. 

例 9.9 了、难 t 出，早面是单连 遢的. 任一连 、 *K 、 ？ 成澤点 

的常值函教是同伦的.这一同沦是通过闬 F ( j , f )=( l - r »/ U ) 定乂的 I 咬间 Ik f , S 1 v 
卜 R : 来实現的.另一方面•如果我们从早面挖去莩点•畀“所舞刳的 ？ R … 

单连邇 的了 . 一个回路绕限点卷 一次， 不能蹵彤为此早面中的一 > 戒 . riS 9 , 2 i.> 

定理 9. 19中证明这一 结论. 


■■MM 




的任一回路可以变形为一 t 点 

以下涉及单连通性的两校 理糾 见的.我_匕麟:且以 v 是… 

,定理 m 单连 m 种 mm . 即如料.^^且^ 

^ x 是单连通的. ■ 

证明 阽练习 9 ‘ 20 . , 

定理 9 . 18 如果入•是单遠 4 的 ♦ A 是\'的一 个收相 •… • 














M 产生―连通空 间， 而平面挖去-个点.则 f 是连通空两，上述结论的 .我们 
明胚时.也是以同样的思路进行的. _地说， 我们证 明从乎_ 
通的空 ㈣ ， 而⑽挖 去一个点. 则产生 ，连通的空间， i 4 

结果在直針酬 s 的‘ W " F 飾完成 -些细 货. 

定理 9.1 9 空间 R — <0} 不是单连通的. 

证明我们 证明. 存在与-个常值函数不同伦的连续函数’： s 1 — R * ■一⑼•为此，设/是 
把 S 1 嵌人到自身怍为 R - 彳 a 的一个子空间.我们断言从/到一个常值函数的同伦不存在. 
假设存在从/到一个常值函数的同伦尸： S'Xl^R -(O). 于是如果我们用 Gu ， 

,来定义 G : s « y /-. S ' ,就可得出 G 是从在圆周匕的悄等闲数到圆周上常值函数 
I F(xt 1 

的一个同伦.但是圆 周卜恒 等函数的度为1,而常值函数的度为 0. 因此由定理9.7,这样的同 
伦 r » 不存在.这就与我们假设 F 存在相 孑盾. 于是得出/与一个常值函数不同伦，因而 R 
<0} 不是单连通的. _ 

再设 0 是1^中的一个点.犋定/:夕 - R 3 _ M 是连 
续的.显而易见，存在足够的场所，既把/变形为一个常 
值函数 • 而同时又能避免失去位于的点.（见图 9.22. > 

在下一个定理的证明中，我们说明如何构造这样一个变形. 

定理 9 . 2 0对于任一 a eR ，， 空间 R 1 — 是单连 
通的， 

证明我们来证明如果/: S '— R '- la } 是连续的，那 
么它与一个常值函数间伦.我们通过论证从/ 到一个 常值 
函数的同伦的两个步骒来进行，然而我们仅对在此同伦下 
所发生的状况给出一个描述 • 而不是对它提供明确的定义 • 

存先.由于/<55*>是紧致的（因而是闭的〉，并由于 fl 
兮 f 、 S 、’ 眺郎'-个 d 贿中心？ E a 、 半 ㈣ e 的开球与 /( sl ) 是分离的.冉 

的紧致性，我们可以用有限多个半径为 i 的开球来 SM/(S ,〉. 每个这样的开球 f 
含 

可以 r 細取每个 这 ㈣ 勵 ）下嶋，结果个 ㈣I 由推论 ㈣ 我 



图 9.22 在 R •— U > 中存在把' 
S '-* R '~{ a ) 变形为 

一个常值函败的场所 


0 • ㈣ 計伃 一、 n 沒。< 负 < … <(?•=* 2 it 
•賊，仃集合川"，/? ’ r 1 • 1 《间 [ 0 , u 包含于义的计薄满内的 
W 的十俩: 2 的細干域旌^广細匕提过的-个开球之中，_地说： 
坤，槪_ ^球^馳视帳 — n . 义 

线段.—： 0, ••• •爪，衆合 s ,--- /•(说 ）_ 洱设 s , M 连极‘ 


来分割 s \ 使得对于仔. 

合之中. 

<121 /( S ' 

一 个幵球.并 把祝为 

s 的 线段. （请注息，线段 . s 讯能技女一^， ••_. m ， 山 柯设父名 

㈣ 此 间伦的 n 〜个点 .） 毎个 . s •位于幵球《.之中 . 

我们内的每变 ㈣ s .. 


- - — - - - 

^之中.子是 /( 則:1< W 中 ㈣ 为 一条_线户•它完全由线段祖 

对于任一 0. •••. ". HV feiiila . H •的平面（或是通心,•，和，的自. 
，如果它们共线_,、. ■町以 选取4点奸 I 使得尹不拉于任 —m ^ 
衆. A 祈以…、和、 •_ 点的任 - 、：角形 r . 之中. （时于 三_乘说°•此^可能出 
I 的情况 . > 

再 it 论此 f "1 伦的第二步.我们把1_每条线段变形 为点… 而作此 t 形使得它们令 
都粘合在一起.导致从_1线 尸到点 /?的一个连续变形. （ 见心.24. ) 同伦的这个第二安也 
发生在 R - U 丨 之中.由于不位子任一集含 T , 之中. 


注意 • 0 




图 9 .23 / cu ，».,]) 变彤为 a 之巾的 •*;, ms . C 4 任一 sf 彤龟及 

当我们把此问伦的两$绀合在 起 时.得到认 ./ •刊一个连续《教的 t * 同伦. F 泛得出 
. Vl«l R :的. • 

最后. 借助定坪 9. 17、 9. 和 9.20. 找们可以对乎面与3推空间加以^分 

定理 9 .21平面 R 与3维空间 R _ 孓是同狂的. 

证明设存在 MnJ « f : t ： R -R . 由于 R ⑼单连通的 • " ( h 也 W 

电连通的， 于 ㈣ 出樣 H 没有这样的/•喊. W 此得刊 R r 』 R 不是’ ㈣ 心 * 
伐们用于賴 r W 必咿连通的方法.也可用•证明对于任 d fI atrR * 

K 沾单连通的 .川 给出的 BfiU .' " ：， '' 

定理心 ㈣ .奸任 " u 垃 ㈣ 通的.關$不通的 . w 
«>2, s ' ^ sr f ： 钻问 胚的. 

nm 


此，对于仃 

9 5 节螓习 

uFHq, a 作⑽. \姑不攻® 的.邊料 、 

A, 典中确 |__«( .…一 • A ‘著料 


证明定 《9. l71 


< l > 


如 m 


v _. « u . wn 、 


^ m M|v i \ \ flfi t II 1,1 

证明 加 (M \ 的.的卜 .» x t »» i ! JlW 

2i ”編心， 纏 

化 MfV ， V 、 s * 、郎拔中 mw ，>：、、•〜 "的 















9 6 再论度 


“节明定理‘*.5, 定义， ⑽__之_伦補_> [、峋 

和 m -中. 我们 ㈣㈣ 我酬錢 u 小關卜.的点•冲％ 
,以 （ 袖以 IF _时 tt 方向起屯 W 驗的点以 . 《 M ， ㈣ 小实知 I 丄:的点 • 糊_货 
瓣值. 为 f 避免这气种解释引起混消，我们用它们的复指败形式 来表# 圆爛上的点 .ia 
此. 〆 人^在此圆阅 t ( 立于与 j 轴迻向夹角为沒的复数 cos( ^+ sm (仍 k (见阌 1 丄扛.） 

找们來证叫 • 对于任一脚函数/: s ， "* 5， »存在唯一的 " e z , 使得/ 勺由 t_ 《 c — 

之的 ，、： 乂― S 同伦.此 （ ，是随定义在复平曲•上， 且限定 在圆阆匕的凼数 / U > = 2 " 而得到 
的函数.这 tw 数刚好也对应于我们以前表示为^(们二，必的函数夕. 


为 rid 明岍要的结论.我们从任一圆函数/: s ' ^ * s ， 联想起本质1：打幵/’的闲教 
/，：[')• 2 nj - R . 然后我们来证明尸，以及由彳（们=艚所定义的线性函数 W t [0, 2 irJ 
• R 是一 t 良线 N 伦.于是 • 我们从此同伦就得到所要的则函数之间的同伦 • 

扦一圆函敢/:夕― S •可以 t 怍为满足 / ( 0) = /(2； r > 的一个连续函数/: [0, 27t ]- S '. 
反之,巳知 - f 满足 /(0)= A 2 it ) 的连续函数 ./ t [0, 2n^S x . 存在当然与它有关的一个 ® 


函数 ，： S'-S . 因此 • 在本节我们对满足 /(0> = /(2 n ) 的连续函数/: [0, 2 ir ]-> S l 进行运 
算.与连续函数 /•• —样，我们把这些函数也称 力圆 函数. 

阓函数之间的 同伦， 这时在 我们所 提出的一些结论中起歡要的 作用. 对于任一 < e 心 
1] •这同伦 [0, 2 n ]> [0. 1]— S ’ 必定定义了一个圆 函数. 于是，我们有以下的定义： 
定义 m 圓函数/， 心 [0, 2 n ]- S * 称为是圆同伦的，如果存在一个/与 g 之问的/ 
个同伦 [0, 2 n ] X [0. 1]- S l . 使得对于任一 , e [0, I ], 都有 H (0, 2/) = H (2 n . ^ 
这一函敗称为一个圆同伦. 


V 圆同伦 H ; _0, 2 n ]/[0, 1]- S ' S 然定义了一个以 S 1 为定义域的圆函数之间的 

t ' 同伦 H : S 1 ,< r 0f 1 ]— s '. 此外一个同伦 H: s « X [ 0 . 1]- S ' 自然产生一个圆 同伦. 

虑由所定义的函数 R — S , . 函数 P 把任-区间 r + 2,] -一_ 

而把实袖无限次 卷绕成圆周的 阛围. ^^19.26.) 它是称 为奸映 射的一和 
溪 m 奴的 例子. 






肖,為廋,’仑 - ― - - - - - — 

j^T 把 《W 柏去所彳華，的_地映成_ ( r , r 十 2 n ). 




在打开-个_数/* % 2« jW 背后聽 路培.由它 ㈣ 起、个*"、… 2 ” 

R , fjn 以 F 的 1 

定义 9.23 设/: X — 夕是连续的.如果々”/. ^/•坏幺，連续在敎 

的/个搛升.（见困 9. 28. ’ 


X ”翼称为 




r^2n 


O- 


〆 


| c ") 


o 


ffl 9. Z 7 函数❼与/»丨,—,，,是逆间胚 


图9.2« /的一个 * 升/•_龙沪/**/ 

例 9.10 按逆时针方向1 丨二 〆 々圆甸卷 f 圈的一 t 道路， 有一卜 提升 • t 是在 R 中一 

f 从 0 通向到 g 的一条 道路 . 按颥时针方向从 一 1 二 〆 •绝 圆用剮好卷一 * 的一篆遒璐，辞一 1 • 
提升 . 它是在 R 中一条从 7t 通向到 一 n 的一条 道鶬 . (^S 9 .： 


3»2 


r • 

o o 


图 9.29 - 呰谌路的提升 

以下的定理断占，对于函败/: XW ， 只要/不是满射工 此料 设,， eA . 
定理 9.24 li/£ . 卜 S , 是连績的， 轉 f ⑷ r 
且广 Wuo ”， 那么，存在/的一个提升/•:入 ( " 

证明存在 < 夕使得 >^/(-\ r) .我 
广 1 以选取</> • U ), 使得 r 0 e ( r ， r + 卜 

^ . 设 V . 埴以前描述过的同胚，并用 
U (/ •(*!•)) 来定义枝 _, 4 v . A 

c，，nzzi 一―又 

1 梅汗不圮唯…被确定的.由于对 ffr 
f R ^ n 6 X , fi^U oiO) pi8^2nn^ 


CD 

、•、'_，， 

















于是就得出：如果厂是 


.卜 S * 的一个提升，恥么 • 对于任一 ” 6 Z ， 由人•⑴。/•(叫 
的 ZU ， 也是除 _• 在久是连通的情况下，正如以下的定_指出 

的，所有可能的提升都桩列举出来了 s . . , . * i , Yu ^ 

定理9 25 设 h 是连续的.而 X 是连通的.如果片，入 — K 是/的一 个极 

升.那么 .存 ㈣ • 使得时于任-: ex ， 都有 … 

证明设 _ rex 是任息的.那么 二 〆 Hr )) ， 因而存在〜 ez , 使得 
^ x )- h ( x )^2 nr , t . ^ kU )^ gU )- h (. z )^^ k ： X - R . 走的原象是集合 <2 死 n , ^ eA , 
■炎必定是连通的，由于 * 是连续的，且 X 是连通的.于是集合 <2 n ", ke ；0 是|<的_ 
i 、 ii 通子空间.甩涵对于仟一 h . vex . 蚊 d 因此.存在 ”6 Z . 使得对予任一 
jex , 都有* U ) - hU ) =2 itn . ■ 

下一 t 定理是前一定理的直接结果，它指出，如果 X 是连 通的. 而两个提升在： V 中的 — 
卢是相间的，那么它们在 X 中的任一点也都是相 同的. 

定理 9. 26设/: X — S ' 是连 续的， 而 X 是连通的， 而 g ， h : X — R 是/的一个徒升. 
如果存在： ex . 使得 g <_ r 0 )= AU 。）， 那么，对于任一 jr 6 X . 就有 tiU )= hU 、. 

证明见练习 9.25. ■ 

这样我们躭已怍好 r 打汗圆映射的准备.思路是，证明对于任一圆映射/: [0. 2«]- 
S *. 存在一个提升 /•, [0, 2 n ] — R . 我们建汔对于所有连续函数/: [0, 27 r ]- S l 成立的. 
与提升有关的更-般的结论，而不是仪仅对于圆函数成立的结论. 

定理 9 .17设/: [0« 2 n ]- S ' 是连续的.那么.存在一个作为/的提升的函教 /•» 0 
2 tt ]— R . 

证明间想起分别等于1与 -1 的复敉 〆 与 e ' 设 L /^ S 1 — <1} 与1^=夕一 《一 U . 歼集 1 J 
^ V 起覆彘 义，因而，1/ ' Of ), /*( V )> 是[0, 2«]的一个开覆饞.推论 7.28 蘿涵， 
存在0, 的-个刨分 0=(9,.<^, O .<^ = 27 f 使得对于任 一）= 1, …， n •区间[汉‘ 

叫包含 1- / 1 (⑴句 / UW 其中之一.对于任一区间 [ u ], 约朿条件 /U , v 不是 
及时’ 1频 W 埋 9.2 [也 涵存在/、 # | 的_.个提升目标是逐步敢速这邱提升.使得它_ 
3地合并住一起，以构途所想要的提 升厂. ■ 

[6 U 沒 . hR 是 /|^_,的—个提升•设是此提升的第部分 . ^ 
SI 而—⑽” • 于 是， 由定 ㈣ ，狼/丨 

ti ㈣ 二賴成 i r r 由粘合引邱，我们可以把* “粘合作^ 

做法 • ^第”歸__败 ，：， 就贿„侧的；；^•个提为.柳- 

升"^嶋射，耶么 • 由定义/⑻ ： _• 对于 j 

m _地. /，(2 n ) 与/、 0> 之紗 

义的 W1 闲数， 又㈣性的论断. Uo , 2 ir ] — S ' iii 由'-⑻ 


度-冷 - -------— 

定捶 9 .2 8 假定 A [0, 2 tr _ H ‘ S > 是一个围圣教利殍在 nez . 


〆 / 




.( 2 jc ) >, 因而存在 ，士 Z ， 使得/ •( 2 iO -/ (0)=2 itn . 
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使得/是。的蓽 同伦. 

(0 U 


考虑由⑽，定义的賴同伦^ [0 , 2Jr]A[0t P ^ R 
运/•与由‘；（仍= "沒所 定义的，：：[ 0 , 2 i 0， R 之间的一个同伦由‘,、:， 

定义 (3: [0， 2 n ]>- [0. 1] 一 S ’. 我们断爲， G 是/与£••之间的一个圓同伦 

苜先 • 我_要证明，对于任一 / e [0, 1]， G (0, !)- G (2 k . r). 为此设 O 「 g 
固定的.注意到⑽ • ，卜 u -"/.( o ) 且 m 2 „ 

/• ( 0 ))+ f2nn =( l —<)/• (0)- hEim * H (0,，>+2 wi . 

于是 H (0, /) 与 H (2» r ，/> 相差 Inn . 因而得出， /)) = p ( H (2, r . /n 内此 
C (0. f )= GC 2 n . t ). 蕴涵 G 是一个闽 同伦. 

最后， G (汐，0) = />(/* i0))—f(0) 0. G(Q % 1)=^(^) — ^. 因此 厂与 间的一 
1^圖同伦， • 

逑立定理 9.5 的 M 后一步，是证明结论的唯一性.即我们蓠势 证明. 如果 / fi . L j , . - 
间的闽同伦，那么 n = 这只要 ill : 明如果 U 勺“圆 H 伦.那么钛有 n = rn 代足够 r . lj I i： 
现这-目标，我们滿要呙一个关于同伦性的提升结论. 

定理 9.29 设 H : [0, 2 ir ] X [0. 1]- S ' 是連蠄的.昂么.序在一卜: ^ 

[()• 1]— R , 它是 H 的一个提升. 

证明在这里使用的方法与证明定理 9. 27时辭 ft 用的辎 U r - V I l j \ 

、 ！：. 耶么 ； H MM . H '( V ."是 [()• 、 

格败引理的一个结论，我们坷以用 

0 = 札 < < … < 艮= 2>r 


< 


- vi - io , i ]. mn m 

:裔之 一• 由定理 9. 24. 我们可以併到被限制 Mt * 这样的吃形的 ㈣ 叫 1 
%取这健 f |, 并把它们粘接在一起. 以 ㈣ 所 扭®的掸 0 H ，： w . K ) 

H 化 UH 用来 id 祕 U •• 

, V ，的〜个抱升 • 找们还把记为 w ;.,. 注饮到〜 w 7 *^/ ㈣ 时找__ 

1 ■二二…………::二二 。 


:•:二 — 


、‘广物 “,.，u 聲,…“ 1 ，⑽ 

起衲、 u , I 蘭在镰个祝 •卿 
’ 嶋利 hkjr ,., 的 vun H ； t( . 






_ u 

!<Un|.|(M| 

Hl ，< 彳丨 W 抡时! MM WMI f > 


!i (I I II 人 . II MiJ 0 [<>, : , I. I I 0, I I 的恥 || 嶋 j:, 

“ I h I^tv II, I : 出的 // 讓 n. 

I mi iv,((ifi ⑴ • ，叫啪 V < 的麽所 H 々的咁 HVl 论 . 

)) IV V . to f , tf , 峄仏 ULM m 

WW 1 ： u . ,'nl la , 11 *.s V i f / lfh ' (,Ui, (M („ || (,((), I ) <(W (仍的个 

I 剛"1论 ill I ^ '» U (I 1 H (• if) 1 IV /|的咖於。 • [.()• |/ I 0, I I *M 

山 ， I 寻出（广 I u ilVH. |I||；<^ nO)H imi 

一 .M IIU. I. 的 1 \Hf], >«• i'll W, u <\ /, WmIM! I If 0", 

、 fllWl «. 01 ntti n,l, ㈧ 此 

(« ，, (0,0) 2 n „ I l n J ^ ni / hf /. 

Nff . 


WUir*h C (0 ,U _ V . nm t ⑽ 

丨_伦 . n i |(U ,, nur | (| ,. ( ...fi •/；!!.• |0, ilWiC 
^^• l|M|111 l,hlU . 1 " tlM, ' ■ ㈣ 的 ㈣ . YPiiU , 關•州 fZ . 

S 1 1 <! M / IIW » <*’/, (,• ( 0 , t ) \'> nh , J Jf 1 1 ^/H rr (2 n . I ) u%([u 

h ，，，(l1, 0,1 _ 肩山 til um n 艄 2if … 一 ^ . _f. 


1 請 m 和 ”• 》 ‘ ， • 找麵 I 明 w 


/ii M 确认广 Kf V 脚鵷 败的 
找 ftl 耐以汴、 U 7 I « pL * ii | i , i；W '!■ 


钟喪 明渺 1 
fin 


〖氣 卜 S. # 

雩 x ’，.、，:，《."«(/>• 

•) <r yi ), 


)f «(l r , | o , : i„j 沒尸的 个 ^ 


« b 


«. 14 

• H 


必叫 A M _ ) ._,屮. 

' w m m ,. N ， . ", t “ f v '•'♦ ^ ia.v nnfv ( 

HWITHV ,m .: ? ’•___«， U “，\ 

• 1 ' 冰 l . •,/•••,„•/ 的 • lflM M 關 .IU . 幻 X .M W / 的 


) rt^i 

tut ” 


M 4 ’ 






»> 


”iW 「 
""/ii ' 〆 "• 

b' (0 


v.m ' '.• “，•• ff i ”议 r 

卜 7. ， ,htt" l f 濟 ， r , 设 g ， 之 ㈣ 的 

••“ “ W 1 MB 釋 

Of' 7rn '., r 4 蚵鬌 ㈣ 蛳■的场 


'* ?9 •« • / _ 

个_肖论， Hi »«- 

1 10 辦虎 f i 崦 tl 鍔縑 , 


摹纛 


tf |«, 12 梅泠* K .4 M 鴆鼈把 蚵心瘌 》成鰣心 A 


irl uMfj . toi _. /• *，— n twin . 骞么办 

朴托螓 《: 丨_苏_斗衫 ㈣ 求靖与 火 臃 明淪龙 g 

6 >.< WmiMnv, 设 /, IT ♦眞 

.㈣ f ⑴广 "啪等 NMm 
M HWlMItm 義 _ I m I UtH .;, ti ■ y , ^ f , 

( MMWJ 必 wl 1 A . 的耐心办怕衫 fl 州|»1的廳嗖1«',> 们…咚鳙 

⑽ ftlN 钃4以 h 的縳 4 拿逬《/. 

tWIA 鈐 /• 、， •‘. 的为 V 佾心 A 的吣矜‘ r.HU . BIUIMW , nq 

trOAtt * 邶么•纠 I s ’ »_l Kdr «. tkaih /• •叫…， n • tIU - u；«u 
n , ftW > ，，< 〆 > ， H 此阓 戒教 农小办 -1 •礴 
Mt 叫 (2，， i^tvkm / , | o , 2 n \ *-V m . 專么簿镰鱗心 
故的 h 対 t it . 0^ I 0, «)♦ 必圯 _ W /<tf 
/ ‘办 • ^ J ( O ), 

遠个 ■求 f 致 /(2 iO - "»>••< "0 t)H 

♦m / f ⑴》脚碘齡的妒义 Wr 譬 . f 的， Mill ! 

> 个 《!_»• 以及为搿蚵心 虡梅以 WMIttW ， 響摩•躭*埘秣_ 

<Wi^ /. |0, '4n\ •S' M 个俾柃叼心 A 的 W 娥 ®, W 汾 ' • im •** 麟广的 H 爹 
你 9 .找 hi 明 ,对 Hf "f lo f If]. U(f «< /. ，傳 "• 1 • • r，fh •'' 

M ” WHIh r r/,n) /• (Ijf/o, II uf Hi M it • W W *U ' 〜的 ㈣ 必 W 11 Tiyj ’* 

找 fnmttMim 叫心♦的槪⑽广⑽教 a n 为嫌轉 1 Jt>fi 
办》 叔心的 ，伦叫_,卓 #//\ S •屮的点.此时分_碘教/| 

”•，*/卜…⑽ 

*_分.《 雇的 i | 續轟教， • V *.v 

SKI,JW ㈣ <tft//ll i/^rrrt 对心嫵斯， ㈣ /, wmw 

1 ㈣ 觸 wh 的教賴 wi . fim « 朴 纪嗥私 ㈣ wl f ^ ' 

於⑽的 I tw . "抡址 id , ‘，，以 < B « 薄. • , n . 籲心’ 

乎嶋___广> 

li /* s •»< 4* M 的 ^ 

H|,| jh ___ ^ 一 . fyd ，/ ft ,) h 

f 4 忪 _ il，H M •的 M 
i fill 騰吋时炉叫 


癱 II 螬 U r «!*»//f 

« 设广 蹯相祀 （ 摩_為办灞 

( H {親 nfW 瓣梅 


I I . 


/< 




/ ’仙携" i 鲊 ii » 利祕 • m ”/ 啪的 wi 妒 ~ …外 . 鳟' ' 
t ， ( rt | li，,f 纪邶说. H . 巾 
★ ， u ，I 觫. 如 ，… h 11(1 <U 

’ _" u . ur ) 作!）灼的 /! 削 >| 此明汸 


o 谇. 蠏^ M 
• ，， M ； n »， l 啪扣从 


I * It 


j I 參靠切衊 
. 患 蠓螓曹鷂似 s 
粑敏穿吣啪丨 M 喪 * l ， 















抑 ㈣ _N. 扣作期 ㈣ a •㈣■• 出 rm* 的 _ ♦• 料的卽念,岭 

iHii, 11 »wu> 

\ ^ 一 ’ 

|«9.3 S 作在 一 t ▼顱把處•- 个汉体 蛳个《 切成嗲 

n 卜 HfflfMtf 明灰騮明攸 it 的卿力认 0 U , «•一 ， 嚴作 R 中的 MU AU * j «- , 
«峰猶，破明的令灸 釋售. 而体押》 t 来 fl 肩度论的 襯念. 它的鲴，在此戮灼本子备 
„ rtmit ： I 1 _數 ， Y •!« . w 寒 II 明々办-个 ♦•谢 .把这作 ） 体中的场 个 «’分 • s * 中鯽 c 
,1 . 作匁》屮的 • 鶸述藏屮力肉的-个_忉向鎗. W 定：癸宁，虐 岍有以 * r 为孝 Q 向鷇的 手*, 
si « M 付伦为 W 必定作在个含向_ I 的妒 A P " Jfl 把《，分为丰^提示：财于誨个舍攀 C 角量 
，的 f _ r . Vo 它 表示的 {3 t •平* f * 的在此攀位向睡 * r 的 K -傷的比獼 . J 

Mff . 必父存作含， W ( S | I ，的勺 fV _ r > •分明 把的与 的 分为半 . 我们乘 i£，， £,«存 
f> S'. »»f» t (^*^P,(x*)-P,<r*). 18ft 这个公共的平时把蟑个立 体部切 成半 . 

nt Uh VAsi 怕 Pf 凼 P,<*!> 的在攀位肉艙 t 正向的霏 --_ 时， idci t (jr) 为 f«fVjT> 与乎 _P : 
之 W 的，离 ♦ 气乎 il/VO fi? ff 由 /••(d 的，在攀位向 H ： r 负向的那侧时， m\ddJx) 为爭面 R / 
M* «| r,<s> 之 w 的 》 > 离 取负 . M 样 .id «/ 为 fill Pv«x) 与平面 p,(x) 之间的距离 . 我们 Sfe 
^.j-U.JxK iMd) 所定义的兩数 A S •« 楚连缕 的 . 

SW.33 ff 明，对 f 任 xes*. fU-j) - d(x>. 

SV9 34 埘 鴻苏兑 鴿 U _ 定瑁•并与补免练习 9. M 相 结台來 证明. 存在 x .€ S \ 使得心，》=% J< 
说明这祥躭能 W 出火_ -明治 定瑁. 
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不动点定理及其$用 


没/: 是把一个拓扦空码 V 峡 Irfl 自身 $ — 十邕数 广于 \二： I ^ 

M j )~ X , 露么 I 在 /下狭射约自身. 并％ 方是/•的一‘ F 途占. 不矛;5 .. 芡 与 £ f " W 子「 
玄瑷.在基《教 学和应 用数 学的在 多寒域起重要 的作乱 毅是5夭> 竽 I 导二1 
有关不动卢的硏究成果其中 最著名的一个裁是布劳鏟衣不柔卢•定瀝€理足 51— "巧 
缮球 s •呋射角自 身的连 续函数 • 必 定存在一个尽 动点.我 r 在 l 芡宭€ 乓蹇巧专萑 
不动点定 JI . 把它作为介值定理 的一个 推论‘在本章托 imr . 我 r 4* •:绻巧考 e 了 t 耄 
e 定理.把它作为2 维非保 筷收绪定理的 一个准 设.在 r 丄 我 r 泛两！绻义麥 s 工？ 二 
均衡价格分布的存在性，作为布劳威尔不动卢定理个 d 乇-芍 
本不动点定理的一个推广，即殳用于集值函数的所漘尹素幸塔 ^ T ^ £ : 定理-鼉"石 
百.我 n 用卡库塔尼定理来证明在博弈论中缟什均禱的存在铨这备在芎棗霪曹厂^ 
论之一.正如它所论证的，对干一个溥弈的所有导甲人裹说.存夜逢拍并曼隹作 5?:£ 
略的一种选择. 


布劳威尔不动点定理 

设想有两张酣大小 的纸. 并把-喊料- ㈣ ^ - ^ 

另-张纸上此点正下方的某个点相对 s . 再 1 二 2 忍*%…！ 
钯捏成的团放回下面一张纸的上面 • 在捏成的叛团上的某•考 
方的-1、点，在 ㈣ 之前这个找位于找 . 

丨—个应用，我们在本节加以证明 • 
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例10 1 * 1维布劳威尔不动点定理，空问[一 1 ， 1] 具宵不动点性质. 

S ， 0 ：2 实轴 R 不具*不动点性质， M 由于存在不具有不动点的从 R 到 R 的竣續 # 
由 /- Ox +1 定义的函數/: R 4就是这 样一个例子. 

例 10. 3 ㈣ S 】 不具有不动点性质 • 这是由于通过把圓同上的任一点旋转-个角度,所 
姶出的连续函 it /: s 】一 s ， 没有任阿不 动点. 

不动点性质是一种拓扑性质，也就是说，如果空间. Y 与 Y 是同胚的•耶么’当&仪当 Y 
具有不动点性质，则 X 也具有不动点性质.（见练习 10.3.) 因此所有具有标准拓扑的 有界闭 
区间 [ a , fc ] 具有不动点性质，这是由于[ 0 ， U 具有不动点性质.此外具有标准拓扑的岍 
有幵区间（（，/>>• U ， 幻与 （ a ， 〜），都小具有不动点性质，由于 R 不具有. 

在拓扑学中最有用的定理之一是布劳威尔不动点定理.定理说对于任一《，》维球具 
有不动点性质.倚兰数学家布劳威尔 U 881-1966) 于1912年证明/此定理一般的„维版 
本.此后定理鱿以他的名字命名.以下我们证明，2维布劳威尔不动点定理等价于2维非保核 
收缩定理 I 通过对于任 一 n 证明确实转化为建立这一等价性的方法来实 现）. 由于我们在 9.2 
节已 证明了 2维非保核收缩定理，于是就可推出2维布劳威尔不动点定理. 

在本节的一组补充练习中.我们给出了 2维布劳威尔不动点定理的第二种证明，它涉及 
圆函数的度 • 但并不依赖于非保核收缩定理. 

定理 10.2(2 维布劳威尔不动点定理） 把圆盘 D 映射到自身的任一连续函数 /•• 有 

一个不动点， 

正如我们前面已经指出过的，我们还明这个定理的方法，是证明它与2维非收缩定理等 
这由以下的定理得以 实现： 

定理 10.3 当且仅当不存在从圓盘 D 到它的边界 S 1 上的收缩， D 作为 R : 的一个乎空 
具有不动点性质. 

证明首先，假定存在一个收缩 r: D - S 1 . 考虑由 qU ) = —_ r 定义的映射 S 1 ^， 其 
:我为此平面匕的〜个向 S . 函数⑺ D - D 是连续的，且没有不动点.因此如果存 
在-个收缩。 0- S *, 耶么 D 不具有不动点性质 

r 二方如面下， H 连 H /: 没有不 动点. 我们来证明存在-个收缩。/.定义 

由于/ 没有不动；1选^，⑴出发穿过的射线.这样的射线是被明确定义^ 
且对于任 W 是如 fj 0 ‘ 2 所補 ，此射线与 S 1 相交 的点. 显然 r 把 P 映成卜 
且对于任和， 〜 4这就得出，一旦 r 的连续性被证实，广就是—个收缩. 


价. 


间， 



® ，0 - 2 力賴賴的函数 



y\C 
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在>个包"的 幵集心 使得; ^)〔 U , 因而是开集首先.我们选取中;^糾 
u ) 与』的小开球认与 0 ” 使得以 0 > 为起点并穿过 Q 的任—射线，与集含(_,中的 、 w 
文（见阁 10.3.) 由于 厂是连 续的，因此我们口了以 找到- 个包含且包含于中的开集 r 
使得 /( v ) ca . _• 对于任 —vx fiv ) 为起点并穿过 W 射线， 与集合 L ,中的. s ‘ 
相交•所 以. r ( v ) eu . 于是得出， r 是连续的.因此我们证得 • 


于是得出. r 是连续的.因此我们证得，如果 D 不具有不动点性质. 


相 X . m ^ -一- 

那么存在一个收缩 r : D - S ' ,于是定理的证明完成. 


2 维非保核收缩定理与定理 I 0 . 3 , 直接蕴涵定理 10.2, 因而我们就实现了 2 维布芳钱尔 
不动点定理的证明. 

如果我们用《维球月 "与（” — 】）维球面分别取代圆盘 D 与圆周分，对定理 lu .3 的证明 
訧得以完成，而用这种方法就可以证明，《维布劳威尔不动点定理等价于”维非保梭收缩定理. 


例 10.4 假设我们拿一张新英格兰州的地图•并如图10. 4 
所示，把它放在新英格兰州内任何地方的地 面上. 我们假芰新英 
格兰州拓扑等价于一个圆盘，并把它称为 N . 设/是为新荚格兰 
州内的任意一个地点 • 指定在地图上与它对应的那.卜点的函数. 
我们就可以把/看作为把 N 映射成自身的连续函数.因此/必定 
有一个不动点，由此可得出，在地图上必定有一个点.明好与它正 
下方地面上的那个点相对应.正如一本旅行推南所说，如果我'门让 
这张地图保持在它所在的地方， 那么， 在这张地图上，我们可以用 
-个箭头标注上“您正在此地!”来指出这个不动点的位置. 

10. 1节练习 

证明以下每个空间不具有不动点性质《 



图 10. 4把新英格兰州映射 
成此地图的函數必 
定有卜孓动点 


U ) 区间 （0, 1], 

(2> 环面. 六间 

U ) 通过取两个圆阁并把它们在各自的点处粘合在一起而得酬「子 


(4) 球面. 

证明： 如果-个拓扑空间 . Y 具有不动点性质，那么的.那么 V 也 ft 宵不■件布 
证明：如果一个拓扑空间： V 具有不动点性喷 ，巨》 与. 卜收蠓.那么‘\也具有不动 点性晴 
证明：如果一个拓扑空间 x 具有不动点性质，巨 a 下动 点性难 

证明： 如果 . Y 不具有不动点性质， 5 T 么对于所有 

证明：1雄布劳威尔不动点定理源布劳成 尔不^^中郡卜具有不动点性质时 1 
考虑如图 10.5 所示的宇母〜 f 的拓扑图.试？ 

母 £ ，可能要用到练习 10. 4. > 



m to.s 


这些字母中《 


个具齊 WS 件明 














$ IQ 


朴 _ 皤 '1 _,, 續介》脅缠科劝决，咖刊 _ A 

M ⑽ WWl f 劝⑽ _ V} ㈣ 叫 1 W 

㈣ MfW ㈣ ， V ，， WH(HW ， i，”' *，m 屮的办 * • 你射 W 啪 1 的⑴”办屬 /I 的 n ，. • 
• I 从以 f _1lWff 始 Ml 明 

•II ■111,4 «I M , V .N (HI 4W 的， f\lHt^hi ， i- |^；；/ j 震义的 Alt/,, , V .V 的 膚冬今 

». # * # /I A 1 i *f 货摹个 “ •"• M( H • •"成 * 

<M fityrii，n m I m ) «< v ( 仍齅， orAiWliu 策勿昶 v/. 的 个叫 _> 峽 mtm 的 •个必知鳙斯 
MWI ( lii « u . 1 > (\ r )« f < •» /.. W <<•• V HO , JJ •« 硪於“ 妒从 《 < 名埘以 |< 力 讷蠘 , 
h …- I (HI I rt ^ Nft . I ； r,lf 成它 的对心 A <f s - 

snu. n iii tv) ft (I > ,, nt V - (o, 1 1 , l<tlH (»<j, f) *o. (WH 、， 没介的 A (/, n 
fi| t|ji,|| in,, t) 的圆 ㈣ "‘.，•". V - lo« I j -s' 的 M 伦 .） 

si to . v hi m , kw^fi rt i ». /)* s ' mo , M , WMm n - o , 郎么对 f 蛾个 “ - 0 ， i \^ s ) « 7 , 

11_ 彳 9 利 M 叫， I 

1 WIiMi'Wtt'H H, 把 WWfif 劝 At a 个跏 H 蚺败的度为 I. A 脒的 M,«* 
"I w ^ f< f 劝 A 的阖 ⑷ IMVfirtWtf (') I 你阓 碘教来说 * r ； |fJ(V;flr M9 I I, 我们有以卜的 JL.Jf, 

JTIi l«.» it (s S' .s' * v$\ Aik, 它的遣山 f )^.\. 那么 /> 在 / • .S ‘， 使得 fix \ it 

1 (/)- - /, 


l «. UHf t W »#) Kirt<jntf n ) I . 槲么此蚋个小劝点 • M 把 扣办 映成 它的对 心焱. 

、l III Mi UMUhl'IV II) 11*1/, V -.S' WlAVWi 人 K KJ } 的 t 戚教.然后 拘埘 *)1 用 MM 泉 u 

iuiui ’ ， d_oari. <'i <ri^\\\ /.ui/( - .,) 圮义的咖败 /•, v .><•• 并把此定雇的第-个论 
Ml III I h .) 


㈣ 1 . 找 •州蟑 Hiil ㈣ 柳 劝歧 M . w ZJUrti 此 1 Kim 1； 的明 Jfli . 
a h 1).1， 走待〜卜| 

w 明 WV 情况终 _, it A, I).R IO) W,|| Hr) - /(,., r 所 走义的 Mt ri5!U ㈣ # 
r )i* 这鑤山丨 fiMnuivvi ； ifnfi m 


sn »‘ ii HulUHlia t 關 I v ， R ⑼ (提冰 • w 明所涉及的圆承败的度為 《U 
陳 ffA •他 WMIIHt " * u . fi * u . 卜 

H< ，J W " ，，， A <， ㈣ /u m wn •从喊較賴 证叫. 

10 2 在经济学中的一个应用 


1 lL > w _ 物膚的.倘设我 ㈣ 1 
厂 hi imui 1 r ^ LmiV 此難 仙 ㈣ ， ㈣ 岭 mi 中既⑴ 
W ㈣ . n ^ i m ^ un ^^ 必嶋贈 

1 "仙 U : /糊 ㈣ 簡:. 

•n u v | .• ”讀，家觀济 mv _ < 

' 1 卜产 从來说•裔求多 1 供袷 • 产 妯的价 格狄公 


c 以算 m 
:采輯少 


产鉑的价格款会 F », 


_氤 

在*_场含 • ％有$ 


&供 ㈣ _議； ㈣ 是否存奸份格 
於费我 郴为他们的壤货物而杨扬柙康. 

__ •咖曼国,鲁料镰主办了一个“ 

个力賴及 ㈣ 料小动攸 ii 的-个推广.《 ⑽费 Li r 
不私贿料觀 济> ㈣ 中均 W 的存在 ft . $ 4找锥广 ㈣ 用 
_和 “純⑽ i - 2 _ 于咖年获得 r 诺財经济令 免夺 
找 j ( j 将在 10.4 竹中 t * t 论的，也使数学家纳什在1994年获磚诺贸本经；学奖 **• 

-个特别简单的例子. e 定我幻有一个有=有料目的以以 
w 个项 HM / M 砂.物， ㈣ 和火药. ㈣ 項目的总量称为供给 n 
> j . Sr « S .» S t .. 我们将每个项 H 的供给以向量表示 • 择为择给向置 j • 义 . s 

在这个经济机构中有”次个別的交易，我们用整数！ • 2, .••• ”来 表七它 V . 每次彳、期 
的夂秘从每个项 E 1 的某个数幵始，分别称为他/或她，的一堆货物. 个费的 一次交有—难 
， ( A , , A ， A , K 即作 / tQ 分嫌 中给出每个項目数蠹 的一个 3缞向置，在任《给定的_ 
刻.在此经济机构中的每个客户的所有货物向 t 之和，给出供给向置 

s = ^ 

我们假定，在整个期间没有耗尽或毁灭的项目.所 US 是不$的.每卜客户 P 要暇据价 
格的走向 r 存他们的货物，并盼望添加些个别货物.如果某一客户有更多的蓠油和较 人 
药， 耶么她吋以把她的幵司米织物以时价卖给其他 客户. 并买进所器系加的黄沏.$甜如要 
付个客户都企图抛出火药 • 那么火药的价格钛会下降了 • 

我们分别用 P ,, 和/\来记开司米织物. t 油和大药每磅的时价.于是用单彳、价格的 

卜 V /， ’/••/‘•/‘■. +、 卜价 格总 体. 

琪实 t , 问题在于，这仅仅是这些项目的相对价格.任何項目的持定价格 g 2? f 、相专的’ 

由子它是有侍确定的价格的比，例如，当一猜歼司 米织物 # 出时能讲 ㈣ 利 
因此我们让每个个别的价格除以这些价格的和 • 使此情况实现杯丨 

的价格 记为： 

p \ : — Pl — , p^^-^rr 

* fl 1 找 flj 嬰把价格 Li 标准化的约定牢记 七 、中. 这邦项 H 中没卜 t 
匕：的这酱向童.仍然 满足条 ftn + P〆 ' 二二话说… 
皮坍费舞较视的项目 • 以至他吋能向你付歎以后拿 J 
的•所以 


P , ^ 0 


P „ ^ 0 ft r > °* 












一旦一个项 H 的价格为 0, 那么对此项⑽没有痛求.针消费者 i •想有 另两个 项目, 

，管间中，我_以_出此价格向匮的_.等式尸' 

十^ + PA 确定一个平亂由于有约束尸々0, Pb^OR 
P ^ U , 韻 II 此平關这个糾， 位于 3 較酬第一卦限， 

形成 - r 如图 10.6 所示的三角形 r . 在此三角形中的每个点 
对应于一个价格三角形，我们三种货物中的每一种\对 应…个 
三角形.对于我们重要的是，应用布劳威尔不动点定理，厂拓 



扑等价于一个圆盘. 

已知一仑特定的价格向 Ip , 在此经济机构中的每个 客户. 都有某些表示他 C 或她） 的- 
堆货物价值的‘‘财产” 的量. 对于第》•个消费者来说，这笔财产由 

u **( p ) — p • b ' 

给出.按照现时的价格向童，一个客户的财产可能改变 • 所以，我们把它表示为 P 的一个 


函数. 

对于一个特定的价格向 t P , 第 ，个客 户当时的一堆货物未必是他的最优选择.她可能用 
某些货物更换另一些货物.我们用一个需求向最 1( P )， 它给出她愿意以这些价格所拥有的項 
目的组合，仍然保持她以 P 的价格对最优的一堆货物的偏爱.我们假定她用她全部的财产更 


换她的那堆货物 fr ， 以获得她想要的那堆货物 d '( p )， 用下式来 表示： 

u ；'( 卩 〉= p • ft . ~ p • if ’（ p 〉， （10.1) 

例 10.5 假定成尔玛有1碲开司米织物、1時黄油和3碕 火药. 所以她有一堆可提供的货 


物 P = U , 1， 3). 按价格向量 p = (|，. l , 音)，她有净价值 p • b w = j , 隨后，假定以这 

1、价格向量，她认为一种货物的销售按照需求向董， （p) = ( 2 ， 2 , n 的要求为好.正如 
00,1} 式所要求的.这个需求向董受到约束，使得按这些价格计算时，她的货物的总价伹 
P -，（ P ) 等子她的净价值 I , 


男-方面.假设德克斯特有-堆货物6 0 = (1，2, 4>，给出他的货物的净价值为 | ■.⑽ 

-价格向量 P . 他有需求向量，)= (6 , 2 , 音). 请注意 .看 来，镥充斯特比威尔码… 
开司切 •物， 由于 ㈣ 望把他的财产按比威尔玛更髙的比例转换为开司米织物. 

如果价格改变，那么需求向*也会改变.例如 • 如果价格向董是（為， f 0 •為 ) . 、 

===值脅到黄油这样 -个赚 • 她就_巧 
把自己 ㈣ 时物的净价值虽然也不改变（仍 ㈣ … 

a， ^ 它把了中的价獅，映射到与此消费;; 
r ：/ 偏求向置.把所有消费者各⑽ 薄求 ㈣ 归并在—起 就产生按已知的价格向祕 P . 格 


___ 

- - 

经济机构的需 求向看于是 

D( p ) = 

我_定，这个向憧值兩数0 ㈣ 下的意义下是连续的， 即价格 向置小的改变引起整 t 需求 
的小的改变. 

由于 p . d ( P ) 是由价格向量 p 所给出的客户，的净 价值. 内积 P . D ⑼等于由部巷价 
格给出的，此机构货物的总价值.注意到 

p • D(p) — • d (p> - Vp . i,> ^ p. ^ 

» I 

这导致 

沃尔拉斯定律： p • D { p ) =p • S . 

上述关系以 L . 沃尔拉斯 （1829—1910} 命名，他是促使把此领域建立在教学根基之上的第一 
位经济学家. 

如果 D ( p > 对应于开司米织物的 坐标. 大于供给向 tS 对应于幵司米织物的坐择， 那么 在 
这一价位对开司米织物的需求就大于供给. 

然而如果以当时的 价格. 每人就可以获得对货物的最佳选择.并且 f 必更换他们每 >项 
目当时的存货量.于是此经济结构是均衡的 • 

设％表示向量 t ； 的第 J 个分量. 

定义 10.7 如果对于任一 h 丨 p 、 那么价格向量 P 蚱々均衡价格向置. 

对于这样—个价格向量.每个项目的供给超过了需求.每部能決 ㈣ 货物的最 ㈣ 
择.没有-个人还想再作交易.虽然对- 1 项目的需求可能严格 H 此項目 m 给•这。来 
必 引起此 项目的价格下跌.由于这些价格是相关的. M 针人好能拥有足够的 ㈣ 产 
供给过童的这一项目的价格未必下降. 

均衡价格向童是否存在呢？这种经济结构处于均衡状态吗_用 ㈣ ’、‘ 

将发现，回答是肯定的. “⑽白身的涵数/•卜此涵数还告诉我 

为此.我们定义-个把可能价格向量的集合映成自 # 的 

们.对项目的需求如何引起价格的改变. 

为了看出价格改变 • 我们考虑以下的 问量： — 

定义 10.8 过量需求向置由扒 〆 二仍广 5 來格 ㈣㈣ :过镱的黑求 
我们从向贵扒 p ) 的坐标得知.对于此项目来会七嫌.由 H ] 
^给.如果向置扒的米 " 的坐 ㈣ 负的* 

:忽. 按此价格人们想要的这种产品，比时提供: ㈣ 超过厂箱求, 

、蜂条件可能导致此项目的价格 f 跌. 由 f 按此价 

用过堉需求向糧就 SJ 以把沃尔拉斯定 ㈣ 新 f o . £ tp )»0. 

沃尔拉斯定律的第二种形^^价格^出发坏_祕 1 ^ lU 
对，定〜个价格向莆#»,向峨 K < 〆 指向我^胡投问嫩 pW 期—以峰 说 
构造〜个函数/,它把7,中的任一价枏向鱖， • 








的 另-价 格问娥 _我_创途一个把『_自⑽賴映射. 2 维布劳賊尔不动点 
定理 iv 诉我们 • 必定有叶不 动点. ㈣ 活说 • 3价格为 p 时存在—个价 格向镊 

使得 f 疗 ㈣ 换货物 的祕.&此 价格. •经济系统处于均衡状态. 

本贫余 T 部分 • 专注 T 通过恰3地定义 /: r — r 使这一理念在数学上精确化 • 并证明 J 
的不动点对应于均衡价格向繳. 

首祀我们由 /. 卜 p+ £ <〆 宋定义 /•: r — R . 这个函数为我们提供-•个理念，即由 


于过鼉的供给或霱求 • 价格如何变动. 

然而/•的这 个定义 • 存在根本的问题 • 它未必把 r 中的价格向量映回丁中的价格向 
遘所得到的一些向 t 可能有龟的分 ！• 而且它们坐标之和未必为】 • 我们需要解决这些问 


题. 使得我们可以应用布劳蚁尔不动点定理. 

为了让岍有的分置体负，我们定义向歡 v + ， 是对向置 p 通过把所有负分曼改变为0而得到 
的向最.作后我们再定义新的经改进的函数为 /" ( /») = ( p +£ ( 〆 ^ • 函数/••把 r 映射为 R 
的第-卦限，但 r _( p ) 未必位于 r 中，由于它的分量之和未必为 1. 然而通过对/••( 〆 、 
准化” • 即岍得到的向 t 除以它的分量之和，我们就得到 r 中的一个向量.1要的是，注意到 p 


十 £、 p 、 至少有 一 t 坐际是 正的. 因而在对/ ••(/»> 标准化时不会被0除.（见练习 10.15.) 



用表示厂的第_/个 分量. 我们设 # p ) 二 i ( p + J 5( p ))/， 再来定 

义我们岍想要的，把 r 映成自身的函数 如下： 

定义 10.9 价格变动函数 /: t 一 r 定义为 

/( p ) = i £±£ i £ ll ： 

辦 p ). 

图 10.7 描述了向量 p . £( P ). p - t ' p ). ( p - f £( p ))^ 

4/ ( P » 在 2 维情况的一个例子，作为我们曾经考虑过的 3 
樂情_州. 砂拉斯定律的 第二种形式雜 p w ( p ) 

必定是垂直的 • ra 10.7 向最 P , £(#). 0轵 〆 . 

为连续的事实 • 蕴涵价袼变动函数， ( p> 也是连续的 （ p +£( pn . 与/… 

了&接用 2 维转 威本不 动点定 理了. 由于/: T — T 是-个连续 ® 教亦 
置是 动占 二个价格向曼/»•，使得 /< p . ) = /»•• 这就是说存在某 t 价格向 
价事二“我:门证明这样的〜个 向鼠. 就是我们所寻求的均衡价祕 
^ 1010 价格变动兩教/的不动点是均衡价格向* 
j 证明这令定瑪.我们需要以下的引理 t 

10 , 11 如, p 是’的-个不动点，那 ” ( p .x 
Fp •是/的-个不 动点. 我们有 

/(p ) = )V • (|0. 3 ' 

• 对予任一尸 m 心 ’、 =P 

( 〆 +& 〆 ）)；= 识 〆）〆 


理 _及 色竺用 _ 

设。是 使得 〆 > u 的一个指标值《等于 丨， 2 或 3) — 一- — 

^1. 由于(根据练习10. 15 .>, ^10.4 ^/V ft ， 是由于 r 的分酸之 

(〆 ^ E( P )). >0. 


所以 

再代回10, 4式，我们有 
由此可得 

两边乘以就得到 


(〆 + 奶 〆 ） K = < P .+ Jt <p .呔 
(〆 +^P*».=/9(p-,p；. 


( TO . 5) 


p : Ejp * ) :(扒 p *) — wv af 

虽然我们在假定 K>0 的情况下推导出了 fI0 . 5) 式.但当<=0时此式也成立•由 f 
渾时它化为0 = 0•因此，由于 A ； 非负 • （ 10. 5> 式对于任一，成立 ♦ 再关于所有的 J 对 
no.5) 式求和，我们就得到 

» i 

p - - E(p ) = YiP ; E ,( p 、 ： ^(^ P ' )-\ tp ： p ： 

1 

=(^( p * )-1) V /,；/,； - (^( p^-Dp . p , 

由沃尔拉斯定律的第二种形式， p . • Ftp - ) = 0. 因此 • 0 = <卢>一 1 ! p . • p . 由 
fp 6 r •于是得出 p * • p • ^ o . 所以必有 p 1 ~ 1 )=( K 蕴纒负 p ' …丨 .这正昼所想 
得到的. . 

借助引理10.1】，我们就可以证明定理】 0.10 了. 

定理 10.10 的证明设卩 是 /的一个不动点. 所以广 〆 > = 〆 •由 = 


(10 -3)式成为 
它实际上是形如 


(〆 +£</»•)>，=〆 
( p * =〆 


( 10 . 6 ) 


的 3 个等式. 

门考虑 A 的两种却 能性： 不是 a ..， 0 . 就 m 我江要 d 所有的价 

在/果“，那么 Cp ^£ C ,*»；-0. 所以_々•从煤意峰讀 

1情况，对于项 H / 来说 • 没有过 t 的霜求. 龍， 

⑭患/>, )0 的情况.■然后用 （10.6 ⑽得” 此 

I〆+£(〆 "： 

= 代回 u ㈣ 式就得到 V ♦:二 二心、•曲 

总之，这些情况蓮涵，时于任一 ^ W 似西此，对 
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，•是一个均醣价格向 t . , 

当我们有均衡价格向組，，其中对于任 y S '» $ 们鱿称此屮场处叫 
朗的. 每个、都可以求出他们的霱求向徽.布劳戒尔不动点定理告诉我们，由于 fr 仵这1 
价格 • 因此我们 全都坷 以髙枕 无忧广 

我们不必说这蜱结论都依赖于我们只有 3 个有效 项目的亊实.同样的结论 • 对 于拥^ 
百上千以 至几百 万客户的经济机构也 成立. 、与然 ， 为一般的环境建立相应的 结论鱿 1要"鑲 
市劳威 尔不动点定理 r . 


10.2 节练习 

II ). 13 如果经济机构 R 有两卜客户组成，淸描述价格向憊的拓扑空间.在这忡愴况.逢否可以实现本节味 
作的分析？ 

10. 14 在一扣有 4 种货物的经济机 构中. 所得到的标准化的价格向撖的染合 • 将产生与我们在 3 维$间中崎 
构建的相类 W 的在 •》 堆空间中的：角形 I 它将是什么图形？它有多少 t 面？它们的方程是什么7 ( 
有多少边和顶点9它们的方程是什么？ 

10. 15 证 明：向 t P +£( P > 至少有一个分 M 是正的. 

10.11. 联设我们整 t 经济机构仪由专门与德免斯特两个客户 组成， 初始的一堆货物为6 1 =(1, 

( 3 , 4. 2 >，而初始价格向 tt 为 p =( +• ~ y 设/&价格改变闲数. 

(1) 假定当价格向 ■ 为 P =({, |)时，长门有箱求向 M 3, 1. 1). 德 it 斯特有寫求《 

1. 4). 对于这个 p . 消确定 /( p >. 

假定当价格向簠为 〆 --(!• +, +) 时. 卡 n 有箱求向 IU "( t * y * y )* 德兑斯特 M 

求向 t rf 1 b (2 , 3 . 7) 对于这个 〆 • 请确定 /< 〆 >. 
u ». n 设*龜 一个正 实常败.定义 

/•< p > - <p + 組 (W 

2<p + *^<pnf 

证明 t 这个 - ft 的价格改$城数的—个不动点 p . 也产生一个均衡价格向 u . 

10 3 卡库塔尼不动点定理 
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，表足•戊，（开八___ 

例… .7 1_.:丨（04敵都篷集傕 必數： 

⑴设， 把办" u 蠣于所，火 f 成等 

⑵设只把相 m ㈧ 飙于由 《r 扣 W 所期战的•合淅 
⑶“把每卜謂 ，归 ㈣ L ' …鳴，二; 

h(x) =» 1,4J 若， 

UUJ t r >0. 

对于点值_ /:, W •它關形由 XXV 中的集含 …， v , u 
M 败我讎嬰类似的〜 

定义 HU 2 集值函教/: 的田形 .是由 r 〜_ ( ，•州 y 6/ ⑴给 出的 . x . v 

的子集. 

例 10. 8 洌 1 0. 7 中的集 fl 甬麩 / 巧 (B 彤在 ffi ID, M f f； : i . 


?F 米七 

in hi.i * 与 * 的明形 


fr : 布劳威尔不动点定现的假设中.函 
数的连续件是至关听哎的.对歹集悄函數 
我 ffH 、 盘接定义连 续件. 而代之以考虑一 
种号它密切有关的 性质. 山综合练习 4.10 
和7,的结论就可得出,如果 y 是 駑致的 

&是豪斯多夫的•邱么•当且仅当/的阳 - _ „ 

肜是 Xxy 中的闭子集时,点值函数/: wji 连续的. 齿此我 imat 細⑽《的《值 
由数.在例 10.8 中集值函数/与滅具有成为闭_ 的明彤 ，傕 A 

具有-个闭图肜是优点 • 由 f 它钽涵•-】 收货 ㈣ 正如以侧麵衔出•’ 

弓 I 理 1(). m 设,： m 乏築注在敎.二的 <. * tw 十的⑷攀如策 
A 中的一个收鼓于 A ' 的序列•而（夕 J 是 V 付子任-"渴足 . V 〜" J 的一 
'' ' 的斤列.那么 V ,、. …， , 

证明 m MU A Ml U , v ». 、」 ii ： •譜 "/* h v , | I ^ 
0,供个这位于/的_之中.由于 收效 卜〜^ v •. 费么 u " 

必定⑽ (<，•• . V -) U ， 的-’极限心 


:'心’‘： 1 二 rvr :: , 

。"，。> 咖“人 ，• 關必， r .^ 的 




〆 t 


^电叫的 • 子是 在这种情况， ㈣ 样肖 u ". 广 
R 中，咖 镫我_薺址明 的 

=丨 H “ •"谢 说.这… •: V :-丄 

定乂 10. |4已 ib •—令蓽值* 教沁 X ”义•厂 
个後的啲教的 f •动 ,0 a , 秘桩 映成也次此从的 


t 的一妒屬龙 











不同的是.它仅仅是映成自身的那 个点. 

在卡库塔尼 f 动点定理中所考虑的函数 • 假设以 R 中 的一个多面体为定义域.其中多衡 
体是可表示为有限多个形如 … a +〜々+•••+…的线性不等式的—个解 m 的有界处 
(见定义 a 12.) 

"维卡库塔尼不动点定理说，对于 『中的 一个多面体 X ，集值函数 F : 有—个不 

动点 • 如果对•于 X 中任一 * r ， 是 X 中的一个凸子集.旦 F 的图形是 XXX 中的闭集 

在 rj 维卡库塔尼不动点定理的证明中 • 要求"维布劳威尔不动点定理成立.以下我们仅 
给出1维或2维卡库塔尼不动点定理.但这个证明逐字逐句地推广呈现于《维布劳威 尔不动 
点定理的证明之中. 

在1维的情况.对于可剖分空间 XCR 来说珂能会受到限制.事实上，这些集合必定是有界 
闭区间 [ a , 6]. (见练习 10.20. i 在练习 10.21 中我们要求证明1维卡库塔尼不动点定理， 

以 T 我们给出2维卡库塔尼不动点 定理： 

定理 10. IS (2 维卡库塔尼不动点定理）设；1：是1< : 中的一个可剖分空间，且 F : X — 
S X 是吋于 . Y 中的任一 x 使得 F ( x > 是 X 中的一个凸子集的集值 函数. 如果 F 的图形是 X.U 
中的闭集.那么存在 x ’ eX . 使得 


证明《中的一个可剖分空间要么是一个点、一条线段.要么是一个凸多边形.在一个 
点或-条线段的情况，就归结为练习 10.21 所指出的定理的1维版本.以下我们着手于中 
一个凸多边形的情况.为了简单起见，我们对: V 是 I ?: 中一个三角形 T 的情况.来证明定理. 
然后.我们再讨论如何把对一个三角形的证明方法，转化为适用于一般的凸多边形. 

设7是在此平面上带向骨 X ； • v 纟的—个三 
角形 （用 这样复杂记号的理由是，这将使我们在推导 
时一目了然由于 r 是一个三角形，在丁中的任― 

点* 可以表示为》“ o ii 与 v ;的一个线性组合特別 
地，对于托了，我们有 x = Ai vi+M 其 

中任一 Ai >0 且沿十 篇十私 =1. 〔见图 10.9.) 

注意到 7 与 K1 獅胚，關 2 维转邮不动点 
定理适用于任何一个从 了到 T 的连 续函数 

由 2 动以以 f 的点值连续_列，， 

序列〔 X ..)，有-个收敛 H 的;^的序 7 列都有一个不动点 U T . 我们来证明 •不 ㈤ 

然后 SI 这二 = 7， ,= 1 • :’ 3 中的每-个向貴，我们选取-个特定的点二 
4 = 職成立仏 我们把上述关系线 件延拓 1 

注意到/不是-个_⑼ + AW . - 

义为它在 ㈣ 处的值_性心 把^映射到 自身的-个点值難.賴由于^ 
们孰有-个点^了. ㈣ 过 续的. 所以 2 维 布努賊 尔不动点定理适用•于 



灸未必是集_訂的—个不动点（但也 si 能是._扣 &T _ — ~~~^ — 

随后，为 了确定 在我们的触于 f 的兩数序列中的卜^^/的頂点之- 晴嫁 
所示， 把 r 分为4 个小三 角形. ’奴 ’•， 我们苜先 fcffl uuo 



我们定义/, ( 灰）的方式类似于定义 /( x ). 对于这 < 个三角 ffll ( uo 把 r 分为较卜 
形的任一顶点 v ， 我们在 F ( v > 中选取—个点并定义的三角疋 

;•然后.同/ — 样，我们把 /. 线性延拓到每 t 三角形.请注 f , 如果：奸 两:， 「制 
角形的交集，那么，对于每个二角形来说，的定义是相同的，由于它依螻于/在两 
个顶点上的定义，这两个顶点是包含 x 的边的瑞点. 

函数/,把： T 映射到自身&是连续的.由于它是在这些頂点处值的一个线注廷拓.因此， 
由布劳威尔不动点定理 • / i 存在一个不动点在这里 . jt 也未必是集值函数 F 的 f 动点. 
但如果它是由丁剖分出的4个三角形的顶点之 一时， 也可能是 F 的不动点.设 r 是 一 t 包含 
此新不动点 JT , 的剖分二角形，并设 r , 的顶点为 t /丨， V :和 

我们继续上述这一过程.特别地 • 假定我们有 一 t 在具有頂点” • . ^ ; 与 的::电 
形 T-,cr 中， 有不动点 Xn ，的连 续函数 T — T . 


为了定 义八， 我们按照用来定义 /. •的 方法. 把每卜三龟 形分为 w 鮪所描 述过的 』 t •子 
三角形.于是，对于每个三角 形中的任一向量 v , 我 们定义 iiF ( v < 中的 -个点 .最 
后 •在此剖分中的每个 H 角形上线性延 拓人， 以 得到连 续函数 /.; 厂 一 r . 由于 /. 是连 ，的. 
d - t 不动点 jr„e 7*. 设 7； C：；r 是 作包含 X ” 的到分中的一卜 三 角形， 并暇定厂荇顶点 v ，. 

咖_ 


现在我们就有函数/„，/,, /”…的不动点序 “ ’I (■• •••• 

:的襄些值 A :. V 与; U , “= Ai + AY + AW . 此外 • ㈣ 对子任 一”和 _節為 
那么. 同样有 x .=/ •(: r . X ，:+ W 咖:于是得到 （】 0 71 

k 由于/是平 而的 -个紧 子集. 定理 7 . 16 ㈣ ，/^ 的 - 脉 

、是序列 u ") 之子序列（ X ,.)的极限 • 我们来证^ n 来 ㈣ 个 - m 屮的 
趋近于无限吋， 二 -角形 n 的边长收 u . ， 

^斤钽成的序列 • 也必定收敛于 X ••因此，不动点序 
(1， 0郎收敛于 

L 由扣间 [ 0 , n # 




wfxiwr ^ ro , i) 中的任一序列㈣卜收 

[0. U 在 R 中是紧致的，^ M ； «# 


一 疋的只》厂— 部角收放的 f 序列 ㈣ 蛘. 1 ,M, 


条 ilrU 
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的⑴ tf 中列收放： （：- ，收敛于|. . <v ; >收效于工 • • 收敛于*^收 
, .< A ：) ㈣ 于值 A ‘， 收鈹 f 值(匕 •） 收敛于值 A • (式> 收敛于点,1，^ 

收敛于点 /• 、，:•> 收敛于点 /. 

3 «>. 趋近于 无限时 • 我们由 （ lo . 7) 式可以 t 到， A'y + A : y > + t〆 . 此外， |}) 
于 V+AW -1. 且 A 、 A *， K [0, 1]，因此 • 4：•是以 〆 • /与 y 为顶点的 “三角 笔. 
(这里用引兮是由于如果. V ，中有两个相等或三个都相等，那么此二角形可能是一条线 段或- 

由于 F 在 IXT 中有一个闭图，引理 10. 13适用 • 因此，序列 （ t ；、） 和 （ K .) 分胡牧 
敛于 X . 和 y , 而由于对于任一队 ， €■ F(v % ) . 我们就有 y e f ( x 】 . 同样. yefVjr . I 
及 但是. ，= A * y+A r ’+ A >’ 在以 y ， r 与 y 为顶点的三角 形中. 这些顶点 
都位于 Fix * ) 之中，由于 F ( x * ) 是凸的，因此^必定包含于 F ( x ' ) 之中. 换句话说, 
x eFU *), 这正是我们所要证明的. 

我们现在已经在假定定义域为平面 t 一个三角形的情况下，证明了 2维卡库塔尼不动卢 
定理. 为了证明对平面上一个凸多边形适用的结论，我们用同样的方法，但是首先要把凸多 
边形剖分为三角形.初始近似函数 /首先 在这些三角形的顶点定义，再按我们前面的过1中 
所做的那样，线性延拓到每个三角形.然后，正如我们前面所进行的一样 • 逐次逼近的函教 
通过对前一步所考虑的三角形剖分来定义，再把此定义线性延拓到每个三角形.经同样 
的论证 • 就产生一个不动点 X 、使得 ■ 
证明2维卡库塔尼不动点定理的上述方法，可转化为一般 的”维 版本，由于 ri 维布劳威 
尔不动点定理要求按照这种方式来证明. 

长库塔尼不动点定理把布劳威尔不动点定理作为它的特殊情况，但是我们需要把布劳威 
尔不动点定理的定义域，看作是一个可削分空间，为此，设 

P ” = {(:， ，…， a ) 6 R 11 1 — 1 < < 1 ， j = 1 ， …， w }. 

P 是一个 ri 维立 方体. 由定义可知 P 是一个可剖分空间，而它与”维球 B ■同胚.让我 
们在 P •上考虑布劳威尔不动点定理.如果/: 是一个连续的点值函数，那么 • /可考 

虑为一个把 xep •映成 单点集 （/ uu 的集值函数./的定义域是一个紧致的可剖分空间， 
而 ' f ( x ), 是广中的一个单 点集. 因而是此定义域的—个非空凸子集此外点值函数 厂呈这 
续的，于是由练习 4. ]0可知，/的图形在 p " Ap ” 中是闭的于是卡库塔尼不动点定理 适用’ 
蕴涵存在使得 xe </( x )}, 因 ffijx 二 /(幻. 

然而，重要的是要充分意识到，虽然把布劳威尔不动点定理作为卡库塔尼不动点定理= 
特殊 情况， 但后者不能取代前者，这是由于在证明卡库塔尼不动点定理时，涛要布劳威尔’ 
动点定理. 


10 3节练习 

1018 < lf 下列集 值祕， 画出它们的 图形， 并对于它的定义域中的 m 确定 m ) 备否价 
U ) m F ： R 1^ FU )= (>eRI x ) 给出. 

' 2, ^ C, R — ,R 由 2} 给出 




m 




I 廉作 


绘 t 




11.20 

10.21 


{J； H. R * K ^ { y ^ 

如碾存在一个整矽 l . 使樗 “• [c, f 令" • . 

iU 还 稱〜是 一个等价关系 

⑵设 /, R，K 是由 /rm/j « 义仙值族徽，萬中 

(的旱图 …任琴费灸摹〜 H 零特疆 r 

(3> 对于 f2) 中定义的/，蚵于任一 761 /(幻是凸_玛 

(通常，在一个集合X上的一个等 ffr 关荸， 导«—个糾的 

包含它的点的等价类♦•料 

还明：在 R 中一个可射分空间必定龜有界闭区网 fc - 

在 x 是区问 [o. 1:的 情況. 对专库塔尼不动点定理 m 菊鳙叫承, 

请_定奪库塔尼不动点定理是 g 适用干以下各数 任料 OSH 
对于任一 Fix ) 是凸的， a F 的图是 闭的. ^喿令军等它 1||€ 定灃差芍#\ : rt ^= r 

餘多的不动点. 

(1) X=[0, 1] 且 F<jr)=<y€〔0, . 

(2) X=[0. 1] 且 = 1] 丨 f 是无理数 

(3) X=[0. 1] 且 F(jr>=ly€[0* I] 

(4) X=[0, oe> 且 F(x>=< : ye[0, ») . 

( 5 ) x-[o, ou[ 2 , 3 ] a 

,[2.3] 若 x€[0，!]， 

F « x ) = j 

) iQA ： 若： d- 

w x=[0. l]x[0. 1] 且 

Fir . y >- Kx . y ^ tO . !： ^ 

对于在卡库塔尼不动点定理中的 a 下的每 1 设.攀饕寰莾於. 

—个蹒足其余两 t 假设的集值函数 x - ix . 但 s 有不菊 5 
u ) x 是一个可剖分空间. 

<2)对于任 一jex, Fix ) 是凸的. 

G 是闭的. 

博弈论与纳什均衡 ^用.邮蚜料什_料 

本节我们介绍博宑论，并提出卡库塔尼不动点定理的、^子,，人缚弈.但我⑽限十 
，有关在”人博弈中均衡存在性的 定理. 虽然全部誠适用于 

^个人的博弈，目的是使记号一目了然. 心的一次赛争中 ♦ j ( 中毎一^藝司 11 

陵设伊莱恩、乔治和纽曼同意进行一场博弈.在 6 讨子^治.这料号为 1 男 ，对 T 
欠的 选择.对于伊莱恩，这些选择标号为 M 

，这苎标号为1到" N . 这鶊选择杯为蟎鐮略_ 1 - 
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k . 结电纪伊菜恩收到收益氏 *• 汴治收到收益仏》，而纽熒收判收益〜•，》.每个局中人有相 
的〜 X t、” v 1 、M 维收益数绀，而每个局中人都熟悉这3个收益数绀. 

3然.如架伊萊恩总昆做 N 样的选择，就不浓乔治和纽锾耶祥0光远大地确定如何便他 
们各自的（相对 F 他的）收益.尽義 ㈣ 敢大化.因此.伊莱恩不再-成不变地选样, •. nJ 
能会选择采取一 忡不 同的笮略.她 对能选 择采用各种抖有一定槪率的选择. 

这可能是个好主总.例如 • 在一局扑汔游戏中，一个局中人不想每次洋装他手头有某些 
牌以欺骗讨方 • 由于其他的局中人可能会突然想到她一成不变地这么做的事实.的确，她^ 
该以她预定的槪率佯装手头有某些牌以欺骗 对方. 这将是她的策略.那时并没有与她的佯装 
相应的特定的扑克牌花样. 

我们把伊莱恩采用选择 * 的概率记为/»•，乔治采用选择 J 的槪率记为 V ,，而纽曼采用选择 
务的概率 i 己为我们采用基本的慨率假设. 

对于任一 “ J ， k，pi ^ O . y , > 0及 r » > 0， (10.8) 

巨 

2]/». = i ， X ^ = 1 及 XI r * = 1 do . 9) 

' J * 

定义 HM 6 对应的帙率向量 


p = ( p, ,p ： .… ， = ( 奶 ，分 2，•••，〜 )r = (r t ,r 2 ，•••》%〜） 

称为遘合策略. 

随后，每个局中人的收益变成一个期 望值. 对于伊莱恩来说，它由 
hAp , q , r ) = y ] E „ A /), q ^ r t 


•小蠢 


给出. 

此期牮值是可能的收益与这一收益出现的槪率的乘积之和.类似地，我们可以分别定义 
乔治与纽曼的朗望值 G ( p . 9 , r > 与 iV ( P . 心 r ). 如果伊莱恩、乔治和纽曼玩牌的次数足够 
多.我们预期他们的平均收益分别接近于 £ ( p . 心 r) , G(p , 9 , r> ^ N{p , g , r ). 

”例 10.9 假定”恩、乔治和纽曼正决定到何处去逬正餐.他们既可能选择去“幸运之 
堊一中餐绾，也可能去纽约西餐馆.成三人同时一齐大声喊《中餐馆"或 ..西 餐馆，，.如果其 
午’仏 m . 另-、意见相反 • 那么他们全都去寒虬—致的两人所选的餐涫，而且第三 
为另两人中的每一位支付餐费 10 美元. 如果三人意见一致，他们就去一致同意的 w 
餐馆 用餐. 每人支忖各自的餐费. 

于是伊菜恩的收益歎组，有形如 

|一20 若 /^je 务. 

匕•叶 苦卜 x 

的记載.乔治和纽 f 的收奋麩绾，可矣似地嶢 定其晚 渰况 

WH 乔 ㈣ 钮曼在"约定的 ㈣ 选料中餐 ㈣ 西餐馆的可能性都相闻.界 
i . ㈣ 祕策•全郝-择 • ㈣ 〜叫山此 ㈣ 讨算出伊乘患⑷ 


用 

我们可求出 


期爱值. 
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简稃, 乔治和纽曼收益的期望偟也郝为 0. 

再假定在一个 特定的 _中. _恩知道疗 治和纽 曼分别采用枢 
目标是 获得尽可能_收益._是说，对于给定的 9 心， 


. 伊菜恩的 

;找到一个策略 P ， 使得对于所有可能_ 率缝 ，•使乂”因此她 
立.对于伊莱恩来说，这样的策略可能不止一个，因此我们有以下的宁/ P . r> 都成 
定义 UU 7 设尸 ⑷ d 是对于 所有可能的泥合策略 p . 

#成立的，所有概牟向量 P 的集合 • 这个集合称为与混合策略(^『相应的最优混△策 
同样 • CKP . /•> 是当给定时使乔治取得 fl 大收益的最优混合策略集 
是当 p 与给定时相应的纽曼的最优混合策略集. 

接下来就要问，伊莱恩应该如何选取向置.使得期望值向量 £ (p •心 H 实现最大化呢7 
对于固定的与 r ， 此期望值是 P 的系数的形如 


Eip , q , r ) 


的线性表达式.设 a , 


= S ( 

•秦 

我们可以把 U 0.10) 式重新记为 


ao . io » 


S E ,, n . , 

<，* 

K (, p . q . r ) = a , p , -f a ： p ： 十… + fl > p .， r . 

此期望值 一0 被我们用这种方式重新表示出来.正如以下的例子所述 • 如何使它最大化，就 
变得显而易见 的了： 

例 10.10 在由尹莱恩、乔治和纽曼逬行的一场特定的博#中•货谩，要赛有 ： _可洗=选 
择.再假设对于乔治和纽 f 分别采用的固 定的进 合策* M 与尹菜尼的牧空的麥望 ㈣ 
E(p.q^r) = 3/>i -hop ： 本 4 /»， 十 V* + . 

後应求出 P =(/ MD , />')• itEip . ^ D 实现最九比 . 1 
择，是让具有较小系數的 p 的分量尽可能 ' j 、. 而让具 有较大系教的麄 # :镛%家 
況下.最大的系数是5,所 W …取“由予卜〜的二二 
二和/ >•〜, 或者取^0和.事 实上. ㈣ 逸取:二二 
1 合，她仍然有使收益实现最大化的徵串向童 • S 此. Ail 取鎞〉0 
P ( g . r ) = U0 ./> s ， 0 ./»«. 0 )| A ^/>^ U/>J ^ 

、 L . 1 • ’是得出 r ) 是 R 、 的凸的 有界闭子_.兄殊 a •策路 g •那 么仔 匕 

菜恩 选择- 懷齡術.以州州― 
:物和纽曼选定 混合策 略 p 与 r 的情況 T , 乔冶可能要把他的泪 

‘ ^ 间样也 要改 $ 他_合 ㈣ . 

我们可18想知道,对于所有触人来说，是否存在’ 


〜較地，我们发现最优混含策略集 PW ， …由 
P ( q . r ) = { p | 2^- = 1 且/ ) 












K lot 

UMf 

■an ( Vd 种悄况 • 山^仲鍚屮人 + M 改 t 飧略 的叻机 

■ __ ".二 力 

定义 Ml . IN P ^ 1 {( f f r)，1 

㈣ 典 iinj!!,r ]、人__ 的 

A _ l •卜:二二•他（，也她，会采 ㈣ _的狐 

㈣ 6 TIVZ nii A , I 111 ,,Ji n,J .个讓少[”鄭 

M . \, v,^l mMi • j . _、 k . 林卿 1 *. 来尔腿 t 鋪咖 

_' M.，UM 

>, .盏儿 找们柙提出并 W * 叫 纳什记洲* *先 # 个 例 1 . 

i ,«：, ,n ?^； ^-! - ^ ^ ^ ^^ *• ^ ' ： ^ ft ^ ^ - ^ fn ^ fr> " ( • " j ^ a f '' 

《 L _ 说会 續略. W 以， “逆 地挑托中餐 ㈣㈣ ，而 1 “ 
“ :•⑷'賴率. . •.，•“ ( h ，H __合肇 

( r » 1 ~ f ). 

于籩， 伙華噃 收姐的期免携 n 

E = lOCflAO T > 4 - 4(1 - 6)1 +(1 - 0)(1 m+n «> M 1 r)j 
20t _ a<l 6)11 - f ) 4* U < i >(/* r )]， 

t 蘿鴉 


b ： I " L </，4- r _ lH + 睿+办 1,1 '• 

曾时枫定 It 困定的. 让我 们现寧 m 患如何 逋过 选取个适当的 “， E%U 
k ft . 対千和/»+‘ ♦说，我们今内以下3种4能的惰况. 曾先， b-^t K 邢么 
嘁过遶取“ 1輓 舟到 錢大僳 K . 迻惠到由于“一1，那么，“十6与郎大干1* 由丨与 \ 
r: 1成1时 • ~必为作 f . 然 fe, 由十 a + t >1, ilfi 过与伊莱祀阆样的论证可權出•介 
m 过逸取 / i - h 栊讓 他他的期璽值实现最 大化*同枰, 遴过选取 c *~ i ， 组曼能使他的期 4 
•矣晛 t 夂化. w 此•“=/， | I 迭个纳什 均衡. 此均浼对应千帑个人总足选褅去中餐 

其次.按柙東似的方成可以认明，如果 fr — r 丨，叩么，所省二个 M 中人通讨选取 • 
f -0, 铞统使他们的期嘮值实现 t 大化.(见蛛习 10.27.) 因此 • 坤钞人郎逸樺去吃典餐 1 
Ultlh 免， 一 


然后.，浼氟 G 种》11性，即/，+< 」.在这种情况，眈伏莱巩的叫逆懷而 11 • ^ 
桃遶的慨峰是多少无关肾餮 • 但果.从乔治和纽曼看米卸 i 关會 f . 如來 a 十6 与“十 
f \ « 邢么， 正如 我们 1 f 先所碥到的 • 对应的馮中人 将把他的慨章 .变为0成丨•屮沖从狀 
人改1且妒每个人磯 t 俞面巳 裉到的两种均衝之，仅，的+出現的情况，吃在 "* ~ 

• « U I a 私 “… ▲爪 & 1 


^\b}t- \ 9]. 在这种耥况， 我们角 

it 

吻麻.屯 f 秘个馮中人4怿句1，餐飧的次教相答 

tL II W<i!tltf •> im 〜从 "* . . 


和 < W 此 • 这•度格 




作 n wu ) iwnMhi ： 押之曲 • 找彳它的-此 .cn 


赛功，定 




m 


^ " —- 一 - 一 ma^k 

% ji 卜: iur 背中， 他个脚中人也墳叫能的 ㈣ • 而 ㈣㈣ m 桃 g 试他人 
< W 个於屮人做种 11 能的 成抒 h t 

tM (3 ) 姆个雇中人 •賴抒神槪合 策略， jfim 鴻个《中人 • n 食 策略⑽ 合 选撵痛 
M f . 均收絡 • m ^ m - 

L 14) 嫌个 W 中人对浐由其他颺中人所作椹合策略的鉍种 选择. 有-组最优 IE & 策略，每 
神廉优很合策略，将蚌致对 于匕知 其他人描含策略的颺中人来说，婕可鼴的期 9( ft . 

(5) -个纳什均衡炬覜含策略的一神选样，对于苺个颺中人，将产生4其他晞中人餌含 
㈣ 酿的败4能的朗中似. 

定埋 10• 丨 9 对于任一《人博奔 ’ 存在一个纳什均衡 . 

ii 明为使 id 吟简中起见，我们给出对于3人»弈的 itf 明 •… M 样的泌叫必用 } «/、!# 
r t ： 知. V 个收益数绀 E v ,， 我 们寫® 证明，存住组作为此 tr 你的解的他 
p* , q* r' . 

设 ," Wf ♦»,>/!. a. “••/，“•>• 9 w •…， f 1 扮山. 

.„, r% , 的•个祕 • 找们通过把这㈣鳙的分蒙按如 F 的方式串起来 m 咐 

!>•] I < . 

h »= (p.q^r) (p""、P.rH'， r :，、 iW .,, r#iiy 

HYmm M u ., , r , f ^ Vll] 

繼不料 uo .8 H 式 no.9). 于是❹ 出， 可能 向繼的 • 

« 分空间 X . 

mm 

F ( p , q , r ) , 「 i 败 wwc 柃 n ㈣, 

象定义 x I, 的一个浓的蚋数.换_说.向擊 K ’ lp \ q \ t "想所㈣的个嫌仇取略 • 
它们的的,"个 ㈣ ，祕 li 知賴心 \ T f H j , “优 ㈣ ， 

郎的叫.个分 W . 肢 Ll 娜 ㈣ _曼平持，略二 It ㈣ 所采 _ I ’ m 斯 
个 5 H 1, ㈣ d 知料 M 

明介务 •个〆 •麟〆， p ( V. ^ K a，tQ{fi \I M i '\ - 

:〜 1 … 

q J ,H 

- , ♦•- y , K " •的 

l， ' ：，1 ''^：^ K , ^ ' 

:， ㈣ * i -^ ,； " j ；::； r '-； r ) ：：'^- 

/ U *" 从找们 ㈣ 到‘个在^屮收 r K ，“• “•’ 

1 免， o … ..( a ,, a >* fn， 
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乔治 Wr 笨取的，•优 • 
[曼所篆摩的-个嫌优讓略 
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工 la >收敛于收效于收敛于 *0. ( I .) 收治辛 
的收敛序列： （ P .) 收敛于灼 • 叹政 rv «予 

注意到对于任叫， >. eF ( x ,). H 此 s . em，rK f . eaPi ， r >， 9 上因 

此，对于任一 p . q 与 r ，我们有 • 

EU .9 彳 ) ^ ,r,) * 

G ( p . .1. * r .) ^0 (p > Q ，’ .）• 

JV(p, > 彡 N(p .<?••〆)• 

由于 E ， G , N 是连续函数.当我们令，趋于无限并取极限时，这些不等式成立•（见寒 
习 10.24. > 这就蕴涵 ， 

E ( Sr , , q ( , ^ E(p ， r 、’ 

G(p ， f,”r ，、 >G(p .g .r,：), 

V( p .(/ .ii-> ) ^ N(p 

因此， s f .€ P (9‘• r c K ， 6 Q(p • r > &u € R(n >. 于是 * 兄 6 F ( x ,) ，蕴 g u " 
Vr ) 在 f •的图形中.于是得出， F 的图形是闭的 • 现在卡库塔尼不动点定理适用.因而存在 
一个 w 、 使得这正是我们所要证明的. ■ 

于是’对于3人博弈来说 • 我们假定纳什均衡存在.因而对于每个局中人来说，选择_ 
1、导致相对于其他人混合策略选择的最大期望值的混合策略，是有可能的. 

虽然以前的证 明仅涉 及一个3人博弈，但我们需要卡库塔尼不动点定理的一較坂本•以 
建之 纳什均衡的存 在性. 这是由于，它是局中&可能参与的总 筍数， 而不是局中&的总6, 
前者确定了我们在其中考虑的空间的维数. 


正如我们以前所指出过的，对于任意正 整数〜 这些结论转化为 博弈. 一般情况的 4 
明， 本质上与这 里所提 出的，用卡库塔尼不动点定 理来建 立纳什 均衡存在性的证明相同- 


例 10.12 这里 我们考 察一：、经典的囚徒困逯二 ( 、博珲的巧子.乔治和纽曼因为一桩睪 


被捕.其中每人因这項 驊行而 V 別接受谇 «• 由于警方峡夕足够约让秀来定罪，吞治昶杻曼聲•‘ 
P 、 要举报 对方. 焚被 t 诺处以最短的珩罚. 这样， 乔治允组曼恢此就可以保持 沉猷 或举援对卞. 

»羲乔治奸铥曼 籌选择 朱持沉 猷. $ 么每 、就为此項較轻的罪行接受6个月的 > 在 
粟哝勺同时《瀑挣对方，实工由于 IlLfl 埯助了飧察当每々簏缓减少24卜月的爷筘 . 

一人攀裉而弓一人却深挎況歎. W P 1 . _裰者簏接受弓的雨课抟沉默者梦-_受~ 
折不扣的 72 个 I ! 的把罚. 


对于毎 t 、 蜀中、来说，4 蜱可 缓 的扶. 又及5 洋 生的给 
11中.在此姖砗中，杈 t G . •，与 X . 分科 表 禾 乔治耗纽 
曼在筹 一辞坎 况崎秀受的乐 . G (以弓 xi ). 纟烤 • 泛 sj 每々. 
人鼻•望目 己 的蛳寒 ftti . 

不礞这在此磚年中 • R 有钤齣什均鲰 Ttg 予再卜 
溽今夂总曼 ♦後奸方- m 筠习 10.2H •丨鲼3诏;£寒， 

縐鼇麴♦作_歸* _最咚滄•鑼曼預 


旲，以收益矩黪的彤丈表禾在 J 


乔治 

ffLM •罹 



— - 



C 

围10_” @ 後 泪囔的 瘴 5 癒 * 


-- - ^ . 

掎沉默.他们就会取得先納什均衡鋈好的结局, 


m 




玄干， n 走 D 气 


褎孕致局中 

扣4节练习 
|0> 


牧鷇于各， g 


!>，4缠于 >还_，《*_予任_心 


I ■.飪 
10.26 
滇 r 

titf 

l».29 


數定 f : X - K 逄一个连续函教. <不 

f { y ,). 鄱么 

任明：如果4是『中的一个凸集 • 而 B 是 R •中的一个凸集 . wtt A<BtR -中的 — M 集 
已知最优潘合策略集厂 <9 ， r, ^ S . ( lo . U > 式 . 2 甲 ： p 9 . n 是 R 肀朽- 个有界闭凸子集_ 

汪 明： 在例 10. 11 中，如果当办十时有 一 个镝什均餐.霉么 

说明，在例 10. 12囚徒困境中 ft 有的绝什 均鬌. 对 fif 两 t •轉中,•、摹攀蒎 訂方. 

伊莱恩，乔治和纽曼参与如供 10.9 中同样的餐馆馎_，担6设亀们有《下的校 fc 
(1 )如果乔治同纽曼意见一致而不釅伊菜恩大库 蠼饔. I 么蟪打莪去荠 3 旬迓曼爭逢择 》i 
思软要为他扪支付3美元的_峰费 

(2> 如果伊蒹恩仅同乔治和纽曼二者之_的意曼一致，蓽么<111皲£意见一赛的系 1 -的餐 B 
第三者要为另两人分钠支付10美元的鬌费 • 

(3 )如果三人的意见梆一致. 鬈么俺 们齪去大家一致同*«餐馆.甭疔治和 S 曼每 1 

美元资助绝的餐费- 

清为上 述各种博弈求出相应 的绝什 均薷. _ 

在_ 10 . 9 中同样的餐馆料中，伊 菜惡呑 洽的曼叫在 m 
店，•帕特 • 比萨店之间作选择.居设当 Ml 中的两人或三人塞 1 •一 
-样. 而当他 f ] 三人全 It 拒 連在轉 奸话，就不霉要支付 


( 1 > 


如果三人全蘀采用 醞合策 《向置 d T > 


的期望值是多少？ 

12) 为上述博弈求出所有的纳什均夤. 













第 H 章 


嵌 


除 r 对拓扑空间进行研究 之外. 拓扑学的一个歌嬰组成部分 • 是弩虑如何能把这些拓扑 
空间放人对方的内部.这就使我们回忆起.在 2 节中，曾把一个拓仆空间 X 在另一个拓扑 
空间 Y 的嵌人.定义为从 X 到 Y 的一个子空间的同胚.以这样的方式，我们就把 X 的拷贝位 
于 Y 中的这一理念 实现精 确化. 

在车豪 • 我们探索拓扑学中一类重要的嵌入定理.在节中，首先浏览许多有趣的嵌人 
问®和结论.在1】.2节中 • 我们证明拓扑学中一个经典的定理一 一若尔当曲线定理.定理说. 
在平面1、被嵌入的圆阓 • 把此平面分成两部分，每个部分以嵌人的_阓为它的边界.在 11.3 
节中， 我们介绍若尔当曲线定理的数字版本 * 我们还讨论它在数字图像处理中的一个应用. 

11.1 嵌 入的一 些结论 

本节我们考虑以下两个基本的嵌人 问题： 

(1) 已知拓扑空间 X 与 y . A ： 在 Y 中的嵌人存在吗？ 

<2)如果入在 y 中的嵌人存在，我们对 x 位于 y 中的嵌入的象能说些什 么呢？ 

定义 h . 丨如策: v - y 是空间 x 到空间 y 中的一个嵌入 • 我们就称 x 在 y 中是可嵌入 
的. 或称在 y 中可嵌入兄此外，我们可以称 Y 为嵌入空间.并称象 /( x ) 为 x 的嵌入象. 
本朽争先已介绍过与 h 述第一个问题有关的一个结论，但没有用嵌人的术语来表达.在 
4节中介绍克乘因瓶时，我们曾指出它在3维空间中不存在.也就是说.在 R ' 中没 有菀萊 
因瓶的嵌人.此结论对 于印影 平面同样是正确的.在本书中我们不推导用宋证明这些非嵌入 
结论的 j * a . 但足在本订，我们论述克萊因瓶在 r ‘中是可嵌人的，并且在练习 1 U 中，爱 
你寻求在 r ‘中射影平面的-个嵌人. 

酋宄. 我们考虑阓阓到拓扑空间的 嵌人. 请回忆，这—嵌入的象，称为一条简单闭曲线. 
由十 s 适紧 致的. 这耽 " T 得出 • 简单闭曲线是此嵌人空间的紧致子集 
在 R 中不存住简单闭曲线，在圆阓没中仅有的 
簡攀闭 曲线. 是此阏阓 A 身.（见练习 

蚵干明申闭曲线的嵌人空间.所霈要的另一维是 
為癱义的，所以 it 我们在平曲卜秀虑简笮闭曲线它 
< Tl a 〖能&簡洁明厂的. toiftMhi 左边所示，也可能作 

* 复分. 關 U.1 "所木 • 面』 ㈣ 曲找 







而 5； 是 K 中上述每一分支的边不. 


R 〜 s __争會 

|887 年 C . 料当（刪 -1922) ㈣ 的 ㈣ 穿合 I 料料析 ㈣， n 
棘._也所给出_明是不正确的.良_年之后 U . M 伦^ 

给出了卍确的证明. 卩— 节我们来证明若尔当 曲线定 理 ’在 VA 

』 ^面 上的简单_线是紧 致的. 因而是有界&闭的/由于它料⑽ 

外_有-个无界的部分.（见练习 6 . 19 *>于是，由若矿、当曲残足塌 07 得出 . 

攀州曲线，有一个无界的部计和一个有界的鄞分. 

定义 11.3 已知平面上的一条同单闭曲蜣 S . Hr ' s 的有豕分支0的内 a 為 
t 帛分支称为 S 的外部 • 

若尔当曲线定理的一个有趣的结 论是. 如果在平面上一条闻单闭曲残 S 的外龜中再两 a . 
并从一点到另一点作一条 t 线 L ， 那么，如果 L 越过5«»次， li 告点齪位 f . S 的4龜 的间 
-分茭：而如果 L 越过 S 奇数次 • 这些点就位于 S 的朴 巢的孓 

例 11.1 考虑在图 1 L 3 中：- »§* 忿麴 SffR 裏 

ff & 画一务直线我们可看到 L 埯过薏子 S 次. S 而縟子与 f 理 气任欢 免二 K 忌？:，•! 
尔果我 们考虑直线广 • 它从 管理员 通向此氅子吟边 己舡的 一点， P . t^.L r , 

次，因而我们可以潯出蛣论 • 动物园营理员角吴在此蹵子鰣肀这 - 




mn I a ㈣ 

11,2 点 a 与办芘 s 朴樂的同-分 支》 

而办与 (:在 S 补 t 的 f 同钕支 许史 Ji 的铂论. WF 的定 1 •攢 

, 对于不 面上的简单咖线._可以得出比料 曾 靜咖卜 ㈣ . ，• 
^，单闭曲线錄与 ㈣ 肝、.于此乎_ 

0此平_脚周 s > 祕扑等价的. . 卜 

R 5理 n .4 (舍恩弗利斯定理 ） a < ■ 

kR . FI v - /. g lllt5 .r 19 JH > - 熳们 1 

C 押以】 ⑽ 6 料 _出它的教 K . x . f 

，叫 l- ： ll*Ji.l HM"J l*Ui ： ' , 齣内 • 

l 祐 到全平 rti 旬 I 办必 卜 Liiiif:. t 1 1,4 ' 


























成简单闭曲线 /( W 的内部 • 时把5.的外部映射成广义）的外部. （见 练习 11.6. > 丙此 
已知平面上的一条简单闭曲线‘ S ， S 的内部与 * * r ^ / 鏖 

作为此平面的一个子空间的开球 B={U ，、 V > 

同胚，而 S 的外部与子空间 (： = 

Uj ；, v ) u 3 + y > u 同胚.于是 • 舍恩弗 
利斯定理强化 r 若本当曲线定理，（在拓扑 
上）确切地指出 f ， 这两个分支 • 是用此简 
单闭曲 线对这个平面进行分割的结果. 11,4 嵌人 S '， R 廷拓判同 KF : R、 R 

如果我们让嵌人空间的维数增加 1 • 并观察 K 中的简单闭曲线，就会发现十分不同的精 
况正如 4.2 节所指出的， K 」 中的简单闭曲线称为纽结 • 纽结的拓扑学上的可能性是无穷无 
尽的.而且是拓扑学中一个非常活跃的研究领域的对象.在第 12 章.我们将对纽结作进一也 
的探索. 

我们可以看到 • 通过考虑把$嵌入 R 和 K ,数学常常会显现令人坎呼的情景.一方面， 
我们有一个意味深长的定理（舍恩弗利斯定理），它指出从 s 1 到 R 的所有嵌人 • 在本质上是 
相同的.而在另一方面，从 S 1 到 R 1 的嵌人却是不同的，因此，确定这些嵌人所有可能性的 
任务演变成数学研究的一个重要领域 • 

接下来让我们考虑某些熟悉的曲面：环面、球面、克莱因瓶、射影平面及默比乌斯带. 
球面和环面最初已被定义为3维空间的子空间 • 所以它们嵌人3维空间. 

默比乌斯带通常的 图形， 以3维空间的嵌人来展示.事实上，我们可以定义默比乌斯带 
的一个明确的嵌入.我们把默比乌斯带看怍为具有形如把一对点（0, fl ) 与 （ 2 n ， 一“）视为 
同一的矩形[0, 1]. 在 f 中使用柱坐标 （ r , 6/， d ， 我们用 /(n = U ( J . 

/>, f >，tUi I )) 来定义/: R — R J . 其中 

= 5 + tcos ( s /2) — s ^ z ( s % t ) = fsinC j /2). 

由于 /(0, a ) = / C 2«, - a ). 于是玎 得出. / 定义了把默比乌斯带映到 R 的一 个涵 8 
/.. 函数/•是一个嵌人.它把默比乌斯带中的中心圆周（在那里/ = 0〉引向 J ： 一 J 平面上 
半径为 5 的圆阛.对于每个固定的 s €[0, 2 it ], / •把线段 U > X [ — 1, 1] 映成平面 
t 的一条线段.当、从0变为以时，这条线段大约旋转半圈.扫描出默比乌斯带的象米' 
(见縴习 11.8.) 

考虑克 莱因瓶和射彩平面.正如我们以前所指出过的，它们郎不能嵌人中.然而.止 
是由于我们所支配的附加的 -- 维（即我们考虑 R ，）， 鱿可以定义嵌 入广. 我们来说明对克策闲 
瓶如何定义嵌人.一种类似的方法0了用于射影 
平面.（见练习 U .9.) 

在 R 中克 莱因瓶 K 的通常 表示，可 看为函 
数 的 象.（见图 11.5.) 函数/不是 
一个嵌入，由于它 不是- 对_的自相交的 结果. 

我们称此为 K 的 R 的标准 表示. m n 5 把克菜因瓶映入 K 屮 




a 冰 我们 把克賴 瓶描料它 ㈣ 朗 力 
地 ^过.由克 細瓶的 点组成的集合&其中自啦出心/奸 
表示之中（即在尺中的点在耶里未能- 对叫.狄通 
方形的水平 ㈣ 择&为 常数， “义 - 令妓 ㈣ 
：. B , 时；•从 () 增加到1，然后当我们从此正方形的⑽系汽 
移动到顶部时，再让 /〗 减 为 0 . 思路是.当•^与心在0中与 K 
‘, R 的标准表示中同一点相对 应时. 使得函数 
;闬作 K 嵌人矿时的一个坐标 • 

通过 il ： 在 R < 中 F{J) 的前 3 个坐标等于 /( h ， 两最后—个 


在这个? i 述中，我 T 



BU.C 


定又 K 
ItAB ■籽 ft - 令鳘择 


辨等于 Mr ), 来 定义- 十函数 F : K — R .. 在这 ㈣ m - 的，这是由于 
与使得 J 乒 -V 且 /( I )=/(_ V >, 那么所 定义的 函数/•铁满足任一 
v 6 K . 如果了乒 力 那么就有 于是 得出函 ftF 是 Jv •在 R . 中的一 

我们自然要问，是否存在若尔当曲线定角与舍 S 弗利斯定理的离绻镆枳•碑在 R 中 
任一嵌人的 球面. 是否能把 R 分成两个 分支. 以此球面为每-分支的古衷.与齐窆 
理的情况一样）呢？而如果是，这两 1" 分支是否拓扑等价于由此玲 准菸* 的甬 I 了芰 
(与舍恩弗利斯定理的情况一样> 呢？对于这两卜间 e 中第一卜问题的沔§是肯宅艽，两军二 


t 问題的回答是否定的. 

首先， ih 我们给出肯定的答案.不仅把若尔当曲线定理推广到此球面在 R 中的 ft 、. 而 
且还推广到任意维的 情况： 

定理 ll.S ( 若尔当-布劳威尔分离定理1遺5是5：•在 R 嶔、_象釋1 

由两个分支组成，而 s 是每一分支在 R ” 中的边豕. 

玍1912年， 缶劳! 证明厂这结论.由代数拓扑提 供1 :;，可直接® 

理. （ 例如，见 [ Vic ].) 一种不需要代数拓扑工具的 2 明再以在, w ㈣ 
，恩弗利斯定理是否能推广到高维的问 s . g 到 1 ⑼中」 
山大<1888〜1971》发现了一个反例 • 现在你为®历山大甭伏球面 

h 球面 • 使得此球面的外部与 R 1 中的外節 F 同胚.的两个主要的角之间存在 
亚历山大角状球面是图 U . 7所示的嵌人球面\在这 25 ^^. : 中的许1佼干 * 
」、错综复杂的细节，我们过—会儿再作进-步的描上^、 ㈣ 么派..因此的并 
卜部. 怛不能变形为外部的一个点（我们过一会 L, 6者却是单逢通 

?騎连通的.在另—方面，的外部同旺于 R 己 # 的一#、.予象 

为于是 • &到亚历山大角状球面的嵌人 • F 能运拓为 

d 构法亚历山大角状球面.首先我_ 一 U 二口之间的冰 ^ 

. 拉伸出一时有孔的南. 结果⑽ 是-#入的 
而它扪仉主各卜 
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我们继续上述构建过程》 iE 如图 11.8 的右边所示， 在每一步 ，在前-撕形成的旬 
的端口之间的空隙，我 n 再拉伸出两个更小的有孔 的角. 在第， ， 步完成时，我龍有21 
空隙，5而在下—步，我们拉伸出2” 个有孔 的角. 膽意” ez ， 完成这一过程，结果就 M 

历山大角状球面. . 

那么 • 为什么图 11. 7 中的环 L 不能变形为 A 外部的一个 点呢？ 粗略地说思路如下 ：如果 

我们能把 h 变形为-个点，那么就有-个把圆盘 D 映成 A 的外部的连续函数厂自把它限制 
在它的边羿夕时，就是圆周到 L 上的一个 嵌入. 这一函数需要让此圆盘的象，在 A 中有孔的 
角之间 通过. 由于 D 是紧致的，抑）是 R 3 中的一个紧致 子集. 而 F ( D ) 与 K 中的紧致^ 
八是相分离的.由定理 7 .25，在 R 中的这两个分离紧致集之间，必定有一个正距离，替如 j 
是 £ .在构建 A 时，这些孔最终成为点，在那里，它们之间的空隙小于 e ， 因而 F 的象，不能 
达到这些空隙.而通过这些有孔的角. 

11. 1节练习 

11.1 <1)证明：不存在嵌入/: S 1 * R . 

(2) 证明： 一个嵌入/»没 - S 1 必定是满射，因而必定是一个同胚. 与 

11.2 证明：可嵌人一个特定的空间是一个拓扑不变 S . 特别地，证明：如果 Y 是一个拓扑空间’ 1 

x ‘是同胚的.那么当且仅当乂嵌入 y 时， x 嵌人 y . 与一 

11.3 II ) 用舍恩弗利斯定理 证明： 在球面中任一简单闭曲线，把球面分为两个分支，其中每个分 

个汗圆盘同旺. _泊 

(2 J 在每个环 S 1. 克莱因瓶和射影乎面上画出两条简单闭曲线，一条分割此空间 .另 ..0 
11.4 对嵌人 /: S +R 证明舍恩弗利斯定理.即 证明： 如果 /: 个嵌入 • 那么/ 延拓为 

F ： R—R 

1 I.S 嵌人 /* S '- R ? 称为星形嵌入，如果在 /( S ') 

的内節存在一个点户和一个连续函数 M S 1 - 
<0. 使得采用以 P 为中心的极 肀标， /躭 
可*示为 = ，仍. 《见图 11.9.) 请对 

Ji 形嵌入 a 明舍 m 弗利斯定理. 

11.6 明，如果 A R - R 琺一个 同胚，那么/把 



图 11.9 黾肜嵌入 


八 


s •的 内部映列简单闭曲线 /< SI ) 的内郎 • 而把 
此明：舍恩弗利斯定理植涵：如果 /t m 是-个间旺. w/r - 


»^«51/( S '| 的外霹 
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㈣ 分网它的-个岡盘同胚的子空间 .） - 是连相1因此半 ai 不存 

,, 请图示 由本节描述的函数厂所给出的甿中默比乌期带的嵌人特别 

=具有固 定角没 的柱坐研面上 • /. 的象如何出现_ . 相明、时. 

|( 9 请描述射影平面如何能嵌人 R ‘中. 

]]2 若 尔当曲线定理 

本节我们來证明若尔当曲线定理.这个在直现上显而易见的结论.却不 sj 思议地准以证明. 
自认这个定理在 1905 年被维布伦证明以来，在整个上-世纪.涌现出采用各种不同途径的许多 
证明.苦尔当曲线定理口 r 以说是拓扑学中最准证明的定理 t . 我们所提出的证明方法.是使用2绻 
非收缩定理和布劳威尔不动点定理（正如在 10.1 节中所证 明的. 它们 是等价 的定理 •》 此外还使甲 
了定理 9. 14,它断言了从圆盘到子空间保核收缩的存在性.我们的证明来0 : Mae ： 中的 2 E 明. 

在证明若尔当曲线定理的同时，我们还给出了指明在平面上不存在分隔它的》的非分离 
定理 （ 定理 11. 10). 在建立若尔当曲线定理的过程中，这个结论基本上已被证明. 

在证明若尔当曲线定理之前，我们给出在证明中所需要的几个结论. 

首先给出一个定理，这个定 理说， 如果我们有一个矩形，和—条从左边到右边的道路 n 
及-条从底部顏部的道路，那么，这些道路必定有一个公共点*为证明匕述这 1 H f 
使用2维布劳威尔不动点定理. _ ，- n v 

我们预先把拓扑空 I ’ BlX 中的一条道路，定义为々连续二 | 起麻插由于 

便起见，我们认为，这些道路存在定义域 [前 :二^道路 这个‘ _义是. 
空间[0, 1] 与[-1， 1] 是同 胚的. 同以別 一样. 我狐 ㈣ 

函数的象是道 路. 个子 ㈣ K 的边^于是. 

f 虑矩形[一 U 1]. 设《是怍为平面的 

i ) ei ?| U | = i 或 •• . 1) s = l - i . o >, 0), 

定理 11.(1 设“， r :[-】• 门一尺是尺中使得 “ d !. ⑴ 

讨0) 為 （0， 一】> 及 W C 1> = (0, 1) 成立的道路.弗 

(見图 1 L 10 J r h 1], 获有“⑴ W》.W 

证明假定这样的6 r 不存在，因而对于任 '•/ H ⑴与 
心⑴ 用它们的坐标来表示 • 我 们就有 定义 
对于任一， • ，爸[- J ， 】〕二 |L 
^( ut ) = max { t- 

注意对于任 U M “， n >0 . ( ) 来定义 


然后，用 



F ( j , t ) 


ffl "」。 


R 〜 R , 

iMr tr 


. ~ # a 「3»?，的《 


由布劳成尔 


i ；> 


在 R 中的 il # 
% t 必權耷 

















动点定 珲吋得. F 必定 W 一个不动点 

I t ；, (/) — M | ( j () I 

M ““） — 


r )6 K . 注意到对于任一 

. 」 «3 (A')— 队⑴丨 — 1 

丨七 '/(、.” L 


/€[-】• 1], 


w 此， f 的 ㈣ 矩形尺边界《的一个 子染于 i 不动点<•、•， 〆 ）必定位子 fl 中•我 
m 黹要考虑以 卜叫沖"]_賊 ：、. i . 、 1 i n . 我们断 t ， 这四种锖 

况相-种 ㈣ 致代，晒必 存在“ {卜 l 1] w 下我们在，〜1的 
悄况导出矛盾.其余的情况在练习 u . 〗 2 中给出 • 

于是•设，，_•那么 1 •但是 


W 而 ！/〆〆 

定理 11. 


(U,<S* >,W >) 二 «(〆 


“（_1) (-1,0), 


1. 这意味糖 


^0. 它就是一个矛盾. 


M(r , / 

“，设 U 是平面的一个开子集.当且仅当 U 是道路连通的，那么 C 7 是连通的. 
证明由定理6.28,道路连通性缅涵连通性.因此我们只需要证明如果 U 是连通的，那 
么它纪這路连通的就"了以 f . 为此，设以是连通的.如果以是空集•那么结论自然成立《于 
件取…个点 设广是 u 中使得在其中存在从户到《；的一条道路的点 v 的 
坎合. h 设乂钻【/中使措在 H 中不存在从/•到 q 的道路的点的 集合. 集合>%与是分 


离的, 且它们的并槊 fta 

找们晰,\， v , 为了证明此断言.我们证明 v % 是幵集， Np 是歼集的证 

明玷类似的.设代广，那么 fr : 【/中存仵一条从/!到 V 的道路 /. 由于 C ； 是幵集，就可 得出， 
抟骱叱中的切疗在个以9为中心 R 包含于1/中的幵球取一个点•在 
屮 ( r 作条从/的 也路. 定义-糸道路/,,比它跟随从 P 到9的 /. 接下来再沿着从 々到 
，/的《.迫路 A 轻七屮^ j 从 々到 f / 1 的 i | [路.因此，在 B 中任 一 /亦在 V %之中.于是得出 I 
嬝汁集. 

V , 、是分离 开集, 它的并逢 a 如乘匕与 N , 都是非空集，耶么它们构成 u 的一个 
vwi •这 hH 、 叫能的 • 出于1『是连通的.闪此匕或/ V ,二者之一是空染.由于因此 
^授中，必 ㈣ 乂 这耽®涵 u = y _, 因而在 U 中存在 ••条 从户到 u 中任一其他 

成的道路. W 此， Uft 逍路连通的. ■ 

定理 II . 8 设 U 足平面的一个开 子集. 那么， L ； 的分支是此平面的开 子集. 

证明 虬蜾习 U , 10. 1 

疋理 U .7 UU . K 榷结含躭得到絨论,如电 U 是平面的一个开子集， fl |5 么， U 的分 4 柙 
10路分变班相 H 的，且珐此平闹的开 -7 樂. 

“"始说叫衿尔域线记理 之的. 我们所霈鬌的 最庖- 个定理，是2维作收繡定押的 11 
Ftt 论 I 

定 a ".9 设 /) 足乎面上的 m 盘.如果，， d 是邊 埃的. 且对十任 - s 

/(n “等么/是鵷軻. 

it 明 U.1U 1 


^一-— _ 23^ 

定理 U .9 指出，_/是—个_盘映射成自身的连续涵败 ， g . 

^等的一那么/必定映到此圆社 . 的 ㈣ 一 

^郎么 r * - w 两个分支， as 是每个分支的边界 ㈣ 平曲的-_条 《) ㈣ 

!找们分三个部分来证明这个定理：&先，我们证明卜 S 不是连遡的，找后 
siR . - S 每个分支的边界，最后证，- s 有两个分支.证明中的许多直戴% 

藤习中 给出. 

证明 ( R - S 不是连通的，设函数 30 : S > S _ R 是按平面上际准度料定义的 
与》之间的距离. d 的定义域是紧致的，且 d 是连续的•因此上取一 1最大值 f 
I 可得出 • 在 s 中至少存在相隔最大距离的一对点 〜与〜 设 J 是在此平面上连接 * ，与，.的 
线段，并设朽与尸 J 是分别通过〜与…且与 J 相垂直的直线 • （ 见图 U . U . I 点， ， 与 ，•是 
S 位于 hUh 上仅有的两个点，而 S 上的其余点都位于 p •与 P 』 之间. t 见练习 1 L 1： U 由 
于 S 是紧致的，因而是有界的，所以存在直线人与 J :， 与7平行且等距 . ms y , , 
位于由 p ,, p :, •/, 与人■所围成的有界矩形 V 的内部. 

通过旋转、移动和缩放，我们就可以得到平面自身的一个同旺 L 它把反映射为 R = L _ i . 
1] X[-K 1], 且把〜 与&分 别映成（一1， 0) 与 （1,0). I 见图 m 于暴只赛韻定 S 
位于矩形 R 中，且 S 与 R 的边界仅在点5,=< 一 1•⑴与 >:= u ， I 相交就可以了. 




# 


1 •㈣ 


L -» 


样在尺中， S 构成两 条从〜 =( 一 U 0> 到[二 ( ! ， L 
考虑在尺中连接 “ = (0* — 1) 到/>=( 0 , P = 
段忆 由定理11.6，我们就 《1 得出结论 . 1 ^" S 
突.不失-般性 • 細好以假定沿着’认“移动 
N ” 相交之前就己经与义相交 • 心接今我幻沿 ; 0 / “ 
⑻ .与 S . 的第一个交点，后一 ^ 

__L 与/,之间 相交. _找_=, 

先从“移动到洱沿龙 S •认列 
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——— ———— — —— -iLiu 

与/•之间 相交. 然后正如找们沿 荇丨 移动到 
11.6. 这是不可 能的. 因此厂与方在户一个交点 

样. 设/是/. V 的第间的而 w •“出 < 既 確 于义上， ㈣ 位于#上•因此 f 
考二位:“:中的 R ' s 的終找_ ㈣㈣ 的. 

在\中1曲^有界〜的采_灌 证法. _它不是有界的 .^^ lwfniU8 ^^ 
为=界:所⑽障 我们 可以找到-条 L 外部 的道心 •设 

H k = 界相 交的第 4 点. 点 P 1 既在尺 边界的下半部 • 又在 ㈣ _:半 
户是在 P 上二^ 边界上从“移动到 p 的一条道路.借助与以上 

舒顏⑽_繼 ⑽觀⑷ ，这 
浦心 ㈣ 边界社樣设 atE ㈣ 边界 t 从 P ’ 移动 m 的- 
tit 且与 作肢（见 练习 U . U ., 

于以论 ㈣ 种情况 V 在 ㈣ 界的下半部，还是边界的 

卜 半部一 我们都导出了矛盾.因而 u 是有界的. 

面的 - f 有界子集. 由此 ㈣ R - s 有-个无界的分支•因此 • K S 至 

少有两爹分支，一个有界，一个无界，这蘊涵 R : — s 不是连通的. ■ 

在若尔当曲线定理证明的以下这一部分.我们来证明 s 是 R ，- S 每个分支的边界. 

证明 ( S 是 R 2 — S 每个分支的边界丨首先注意到，定理 11.8 蕴涵 . K 的每个分支是 
-个开史.设 V 是这样个分支 • 由于 R - S 的其他分支都是开樂，于是得出 VIJS 是闭的’ 
因而 Cl ( V r ) CVLJS . 而 lnt ( V )= V , 由于 V 是开的.因而 CUV ) — lnt ( V > CIS ， 逭涵 dVCS . 
因此 R 的每个分支的 边界， 是 S 的一个子集.我们要证明的是 ， R — S 的 每个分 支的边 


界等于 S , 我们通过引出矛盾来加以证明. 

为此， 设 V 是 R_S 的一个分支 • 并假定 V 的边 界不等 fS . 因此. dV 是 S 的一 
子集.于是得出，在 S 中存在一条包含 av 的弧 A . 我们考虑以下两种 情况： v 分别是有界的 

和无界的* _ 

萏 5 t 假定 V 是有 界的. 设《是在此平面中的.一个大得足以把 VUS 包含在它的内部的 


闭球. 由定理 9. 14,存在一个收缩 N «^ A . 由 


( T { x ) 若 zen ( V >, 

/ Cx ) - J 

U 若： 

来定义 /: B - B . 

注•危到 CUV ) 和 B - V 是 B 的闭子集.此外 CUV > n(B V ) CA ， 目对于 工云儿 rU > = 
粘合引理级涵 / 是连续的.而与限制 ft B 的边界圆阎七时，/等于 1. 内此定钾 U . 9飧涵 ' 
桷射.然而从 /的定义蚵得，在/•的象中没有 V 中的点，于是就出现了一个矛盾. ^ 

冉煆定 V ’+ 是右羿的.设 EJ 是在此平而中的.-个大得足以把简电闭曲线 / i K :卜 
有有界分支郫包含在它的内邢的闭球.由这个证明的第-郎分珂知，至少存在 K $的 
务界分支，把它 id 为【/•而由定押1 14 ,存在—个收缩 r : ltl 


KU ) 


二 


若 j e ci ( V ) n ru 
-i € B - V 


續的 • 

JL 的以 151 得. h 的象中没⑽中槪 4 i 

作尔 ，曲线定 ㈣ 明的以后一 部分， 找们.明 R s 有两以 j 我/ 

4 ^用证明的槊一部汁中所用的同样的步》和记号. 

%明#- 5 有两个分支）设 USR 韻有料支，它的疗在性已第狂 ？ 
假定存在另一个有界分支 W , 我们来推出 一 从 而得出 RK t 荇丼 
^论由于 R S 还有一 t 无界分 $：• 于是就得出 R S 有两 f 分乞的结论. 

考虑在 R 中由 uLd SVf . i / fA / li * 给出的弧 A . 它从 i ? 的下部移动到 t 郎 • VV 廷 r 

离的 I 见练巧 n . 15.) 点 h=(_L o > 与 v : ( i •⑴ 不在 a 之中.由干\籩闭的.作此+啪 
(? 存在中心分別在 h 与^迀与 A 分离的幵球 B , 与 B ：. 由证明的第邾分珂知•.、;，， 

(^于叱的边界，因此 • 在与战门…中分別存在点 u , 与 u 、. 设 M 6 执中的 一 篆从、 

钭 u . 的道路.设 是撕 中的一条从 u ，， 到叫的道路，设 V 是氏中的-条 1 A v 约、的逆路 
I 么道路是尺中的一条 从〜到 七 ft 与 A 不相交的道路 • 这就与定 
因此.在 R — S 中 R 有一个有界分支，因而 S 尔当曲线定理证明得以完成. 

1 以下是一个与若尔当曲线定理紧密联系的非分隔定象我们 要求你 ft 绛习 n . lf ; 屮刪 1 

定理 11 .IW 设，\足平面上一段孤，那么 R A 是连 4 的 . 且八 iR 、的 ^ ■ 

证明见练4 11. 16. 

U 2 节练习 

11 .叻证明定理 11.8: 设 U 是繫 ft 的一个开+ _明么 
U . H 证明定理 H . 9:设 D 是平面上的圃 A 如电 .『》 |V 

么/愚 満射 .（提示，用非收«定理 •> . 春情況 〆 

11,12 玍定理 1], 6的证明中.清说明付《败尸不动点 U > 

丨，你是如何推出作的. 據糾卜’点 

锕为苦尔当曲线定理证明 R _ S ，、是连通的郎 >恥^ 
up . 上仅有的两个点.而5上的试余点位心 
清为若尔 S 曲洩定押证明 K S 不玷违1§的•和’卜 1 

⑴ |.心, 

⑴道赂 aQp pdJb 与炉不相交 ♦ 

⑴暹路 “/公 svlp / zqv •与炉不_交. 嫌供以卜 11 

堉林尔、 1 illim 定 《 iiF 明 r s ㈣ 个计 支的 ㈣ 寸. 

u * iHr ■分离的. .- rtiifW . • K 

A 证明定環 IIMO : 设 /\ ft f iflU 的 ㈣ 呢么 R 

'梅分 •进行址叫， t * d < iW*« Wii,#,f 

* 1 H 如央 r 始 w 卜令 M x 的卜州 r 筆 • 


L . •的分符手會 
p ⑽的 • …汧 rtS ‘ 


/ U > 


9 l *^ 


Ur 


11.13 


•1,14 


••is 


山灿 •卿 


AW 边呼 


,1( A i 










$ lit 

m — 一- —^ 

; 旧 K W , WU-I 

A ). 喊 A f “《 U 令 n «论证在 心⑽ 么必軸 

\ «^ U ，- A 相分⑽叶 ㈣ 輯. ㈣ 解 ㈣ 为什么【能的 •> 

11 3数字拓扑和数字图像处理 

数字围像已经成为交换" I 视 ㈣ 的一沖基本尹 段. 数字照相机的照片、屮的队 
电子賴田形. ㈣ 義 U ! 分板上__, 喊以数 7化方式构_賴闲像的 
^ ^田橡 ㈣ 这一_,涉及牧字⑽ 的 构建、_、 ㈣ 和提供. 在•数棚像处理 

的每-个方面，存在涉及拓扑槪念和工具的许多问__.例如’各1 

⑴在构建数字图橡时，如何能确保现实供界特征之间的空间关系在它门的数字 化表示 


中准确2地==字_时， 对图像结构 的特征 • 1否允 i 午有比每 个个別 ㈣ 史有 效的方法？ 

(3) 在以数字化方式来变换图像时，围像的拓扑格局如何能得以保持 47 
在车节.我们考虑问越 （2), 并为数字图像提出一种有效存储过程给出拓扑结论.这些 
结论包括数字版本的若尔当曲线定理.我们以下所介绍的内容，根据来自 [ Kh 3 ] 的结论. 

本节的拓扑平台是数字平面 • 即由两个数字轴取乘积而得到的一个 空间. 在 1 .4 节中， 
我们曾经介绍过数字平面 • 在那里借助集含的基 


B ( m . n ) 


{(m 十 m ) 1 a =— 1，0，1 } 

\ imtn -\~ b ) |6 =— 1，0，1} 

(Cwi - t - a , n - hft ) \ a*b = 一 1 *0% 1 } 


若 m ， n 均为奇数 
若 m 为偶数， n 为奇数 
若 m 为奇数，”为偶数 
若 m . ri 均为偶数 


我们以前曾指出，它是定义在 ZXZ 上的拓扑空间 • 

我们把数字平面记为 Z 2 . 对于 （ m , n ) eZ \ 我们称 B ( m , ”）为包含 （ w ，》) 的最小 
基元素. 我们对图 11. 14中的某些基元 家作些 说明.在说明时，对在数字平面中梅种同类® 
的点. 使用不同的符号.⑺， n 均为奇数时，形如 （ m ，《) 的点称为开点，我们把它们记为 
O . 每个这样的点是此数字平面中的单点幵集.当 m ， n 均为偶数时•点（历， 《) 称为闭点’ 
我们把闭点记为 ♦. 用来反映点輋的最小基元素在它周围包含8个点这一事实.坐标一奇一 1 * 


的点”）称为混 合点. 我们把混合点记为♦或♦， 
和 正下方的一些点这一事实.类似的情况，对记为 ♦ 
的点也成立. 

败字平面也可以作为具有标准拓扑的 R 的商空 
间而得到. （见 练习3.32.> W 此由于平面适迫路连 
通的，而数字平面是在对应的商映射下平酣的连续 
象. T 足 W 得出•数字平曲是道路连通的.争实 
给定在此败字平面 1. 的两个点*我们可以如图 11. 15 


用♦反映点♦的巌小基元索包 含它正 


n ii . u 畋字平興的驀元素 


霣玢着镊裒 
0 




省蠊 4( yi 
1 0 


: 


1 义一 条逍路 /: [ 0 , >」以遍踪从一 .6 肩舄 
的踪迹.（ ㈣ 习"*】 7 。 

穿乎面的子空间，由所有被称 

二的开点 _• 我们把它@ | _» 乂 

仍 在我们的数字闬悚处坪哦喂中. 0 • 

^麻对应于在数祁像®示中鮮 
[鼇' 即它对应于我们在一个数字 

⑽^实所香到之物. 可见 屏是此图 U li 在数？平医之非 no 
# 字早面的稠密且为幵的子集 • 且它作为一个子空间.传承了离數拓七.由于 get 含 
和棍合点 • 于是提 供了― 种可视结构.它把一些像素 相连. 并在建蟆 5 elf 究数字5策 ye 烫 
时》允许使用拓扑槪念和 结论. 

以数字平面作为我们模型的 平台， 让我们考虑前面己提过的乓锗另8 !：. ^ 

徐上灰色的部分，我们用来表示在可见屏中封人 H \ :像 f 疼列的 ft 字軍免仏?: 

点的粲合， _ _ ▲ ▲ /龜龜▲•一-祖 

在图 11.16 中周围的集合，分别 
由8, 16, 24个点所组成 • 通常可以 
2明，开点的 nX ” 阵列 SJ 以被此数字 
平面中的 間围如 个点的集合封在其 
中_ (见练习 11.23.) 因此，如果要 
存锗规模为 1000 X 1000 像素的蓝色方 
形区域的数字图像，那么，既可以存 
(« 100万个蓝色像素之中每一个的位 
" 也可以在此数字平面中存储8000 


6 M >! 抑 疆合 


0 11.16 ffAl 

鼠，關以在此数字平面中存储圆个周围点的位置. m ^^友法. 
1 带连色的.显然，用周围点集而不是整 个被辫人的集 十%.我们把-张敢字图 
^那么，当转为考虑更数宇图 像时. 这种原理 s | n ( lf ^， S . 抓是否能 
片逮模为〜族区域，使得在每个区 域中. 每个点有同样的 ㈣ 找 们 ㈣ 过仪仅存 
，的点集取代这些区域，而仍能唯一确定这些区*于此图片的区 域由甸 
，的 点集和颜色的信息，而缩小存储—张图 ㈣ ㈣ U 料糾 • H 
集合唯—确定，我们就能从所存错的信息来’ 

拓夺卜的某些结论，有助于回答这个问题. 相的-个抒间，筛，二 

仆,， 1.16 中，周围集合中的每-个 集合， 作间部是-个取字亂跡 r 
，丄 如在 3 . 3 节中所介绍过的，容易看出.毎:土子空间⑴ .••• "二 

败字腕 F « irtrO、v — 女才拽到： 取数字袖的 ^ 以及它们的铁麗 F 遍 

__胡曲线_ ^•、的 h 

x 中的一条1 


C — 


1.11 

间. 


设 X 是一个拓扑空间 




















m ii 2 i m . I - * 彡 t 旮 a . • 
4 承 et 字|蕾_ 子笮麯爰_ 敏拓於 • 



阑 蠱鵝《 楚 1 (A 臬含 fiip 摹蠱 

硬 • ft 


O 鲁0鲁0籲0»0鲁 0 售 



o ^ o ^ o ^ o ^ o ^：i 



0鲁0鲁0鲁0鲁0争0 

m\uu 鬌台汊是豢 霰子 _ 
单闭 A 线 • 擊 m 龜 


若尔5曲线定诨指: ii . 毎条期筝州曲线把平函 R 分为两1分支，其中每1分支以此费幸 
闭龜线为 它的边 界. W 此.在平函 t — 条«单闭曲线5.鴯定/两个 《‘ S 所闺的区域，运 a 
角 tK 域釕磯定 rs ， 由于 s 4由饤每个8■域取边界向彳夸到 • 孜 n & it 数字平 ® t 所4孑蛇 
区 域和颺 a 的 点集. 藏是这衿类®的.在数卞平面 t 存在 tt 字简单闭曲线相 s 的若尔当龜绞 
定理吗一会儿我 n 就会看到，@答是肯定的 • 但存住 镜廉上的差期 • 

专老在 ffiil . h 中的3务® 字篱单 闭曲线 • 以及在图 11.18 中的一条败字蜀单闭 g 线.直 
接可#出. 这# 案合中籌汜此 »字乎面分为两个连通的子集 • 此外 • 在图1】•卜：中的2 
子中.数卞氏手闭®线. 是每个 v 艾的边羿，这衿分支是分隔此敢字平面而捋到的簋会 . c 
g .. 在 a U . 中的0 ^ :8 5单闭龕线 A . 不是此数字平面上它的朴集的每个分支的边界 - 1 見 
绦习 11.1«.> 

于是.我 If ; 不能得到与钵准板本的若尔当曲线定理完全对 rs 的数字钣本的若尔当 
瑷._«我们有以 T 的定 理： 

定理 11.12 (» 字若尔当曲线定理）设 A 是在教字手面上的一条教字驽蕈用由约.. * 
么 4 把 it 数芋手蚤分为两个分 x . 此外，当且 a 当為是此数字早由的一个用子褰 • .、是每 *" 
分支的边蓼. 

an 不给出定溥 ii .〗2 的还明，尽管用本书中迄今为止所提出过的工具和罹念. 这是 不讓々 
约的. " 这条》字简学闭曲线1:点的个数，采用数 学妇纳 法的证明方法•在: Ki - V ； 中给土 ■ $ 
- n 纳法还明 的第步 • 是提出 4 点数字简单闭曲线，随后的 情况. 是以 " F 定理的结论； 

定理 11.13 每条由（” • 1，⑴， m , Imr t »_1 j 与 （ m . n ^ l ) 所組夂的 4 ’ 

It 字爾旅用 倉故. 其中兩个点是 开点. 另两个差是 闭点， 

a 明设 A 矩4卢数宇簡单闭曲线 • 用定墁 n . 13容易得出•集抟 

P *9 } 0 ^ 1 ( p * q ) 6 At 

笾 a j f 令 ㈣ 拓扑的一组萋.由于>\与数亨豳 c , rk . 这组笔必定包括两 r 交于一对点 f 
A 集合. 这卿 情况蚵能仅在 A 包含 （ m ~ l , w 与 < m 十1, n > 或包含 （ m , n — 1) 与，二 

n " 1 ' 則 ! i : 埂于是所得到的3 A 集合，必定交予 对开点， 它们分别为 <印 ， n [> \ 
(9 n » n ， l > 或 <w 1. ni i | </ nrl , n >. 

)1. Ti 4 办教卞簡电闭曲线 ♦ 必定出现于阳 u . 1 ft 中的集合 A 或它臟转 

冉设我矿!有-条 4 点数 7 簡单闭曲线 



多霍撕， 

V ■ 


「 /l 二 "^••，、‘*心_-卜1，〜叫^ - - 

Im， n> 

这炷 钦衫 4 卢数字鞾離闭隹线金 if f 芰 屬：: tlT - 

奸当_浅定狀片康策本与数字的主赛塞 S ! 金于. 

作它奸槊的毎个分叉的边界 • 11 在败宇罕 n 蚤鲁抒 

妓一个 闲集心 才是它_集料个衫枚 li . liny 

R 一林•闭•线找是—傾集 t 
豪闲自线 鼙说. 敦要考虑甬_可簷住 • 一#%爾，另-•，辈亨 
〔】下«定霣给出了一个簡单的条件 • U 鴒定#资隼闭 S 残 缓艺 — 
fl 11. M 玟為是 在羲字 I * 上的一蚤教； e 象 ； es mi 
會 4 F ^ K , 為是史教字 j 而的一本雨子蹇 

♦2 明见练习 ■ 

® 11.16 中的每 条数宇 筻单闭 由线. C $ S !4 iEt 合 每窆豸 Sr .*^ r ^« I 
又 f ? 翠酾的 一个闭子集.”驀在思 n . IS 中芒数字賣至包含爾，二 f 5 r ； ^ 
史霣？早 St 不是闭的- 

在数字乎酾上给出一条数字篱单用_残.它的私集£甬* ，叉窆 s 垂赛 r 是 

与#螻铤莩的若衣当务线定理一铥.这塋分支中一个是菴翬趸爾亏一 毫子 •露?菩气 

U 芎弊灼含又. 

定文 11.15 教字手金的一 ▲子篓 -4 是有界 r 

I 文珥 m n 〆 Vf . 否 «# A 为无界的 

赛 W 话说， If 数字乎面中的一个子韁銨包含于 If 

1 有羿的. €^k 

定理 H .16 如策 A 是在教字乎金上的一务教字爾成 
1 有 旱的. 碣另一个分支是无雾 《• 


戛►背 i 


彡的羡 靨處 

• U 


于 昼月霣 S 方 


•， m — 厂矿夂无〜丨 1 /7* 有爱 

泛明 设 為是在 数字平 S 上的一条数字 簡单闻 •线 - $ - r ^z itf «- 
/有界的.因此它的朴集至少有一个分支必老是无莽费 X 
5 足* 〆 M , 并设 B 与 B •是由 ._. 

B = 

以夠亀合. _ ^ tZ 

^ 息浅 可还明 B . 是连通的，此外力 

r 莛得 m , B 包含.*\的朴集的另一 1" 分芰 • 一* 

内‘」廉4是在打平函上的一条敷字 fi 单闲糾 ^ \ 

，出，当 a 仅，\是》字平_的 — “MM ^ mmm m < 
逯耷妇有 —个数 字两蠓即在燴蓽的一 f 黪蠲 — ▲•办 • 


S « 的有 


〜岐义哥见辱、的 •- 





域. 其中每 t 点有间样的颜色. iF -如 找们以刖 己提过 的 ， 找们很想知逍 • 〖能侉确记牝 

区域的•族阓闹集一祥，来存储此 m 俅呢？ 因此. 我们很想知道，拈杏存仵—收数字洵中味 
曲线闬來确定在此分拆史中的这胖集& 呢？ 

在 V 上的拓扑垃离敗拓扑 • 闲而 V 完全 JI •不连通的.然而为厂洼立我们想得到的定駅 
我们需要对此可见屏的连通性引人一个矜代的概念 • 


定义 11. 17 

(1) 设 p =( m , «>是可见屏上的一 个点. （梆一2, 》)• (m + 2, 《)， （ m , ”~2)与（仍， 
n + 2), 称为与/>是4邻接的. 

(2 ) 可见屏上的一个集合 C ’ 称为是4 连通的， 如果对于任一 对点心 在 C 中存在 
一个点列/ > = / M ， 户 ■=& 使得对于任一 * = 1 •…， n " U Pm 与 P ， 是4邻 接的. 

在这个可见屏上给出一个点，与它是 4 0000000000000000 
邻接的那些点，是在此可见屏上 4 个与它0000000000000000 


紧挨着的点，可能是水平方向的 • 也可能 
是垂直方向的.在图 11.1 9 J :， 我们图示 
了在可见屏上的两个集合 A 与為是 4 
连通的，而 B 不是. 

尽管我们在这里并不需要，但我们能 


ooooooooooooooo 

ooooooooo o O 0 0 0 0 
A B 

ooooooooooooooo 

ooooooooooooooo 

围 11. 19集合 A 是4连 通的， 而集合 B 不是 


类似地定义8连通的和8邻接的.说起8邻接，环绕一个特定开点的8个开点，认为是与它8 


邻接的.在建立可见屏版本的拓扑性质时 • 4连通性和8连通性是重要的_在由 A •罗森菲尔 


德幵发的数字拓扑领域.这些连通性质起关键的作用.（例如，见 [ Ros ].) 

以下的定义描述了一个过程，通过它，在此可见屏上的一个图像，就被转换为在此数字 
平面匕的一族周围集. 

定义 11.18 设‘？是可见屏到4连通子集的一个分拆，其中仅有一个是无界的.由 


U a(cl(D ” 

定义的教字乎面的子集，称为由史确定的 卡通. 

按定义给出史，由沪确定的卡通，是一个集族$,，它是（在此数字平面 t ) 通过在此 t 
拆中取每个集合闭包的边界而得到的.在 [ Kha 3] 中已证明， Sp 是数字平面中可见屏的 ^ 
77 — v 中数字简单闭曲线 的并. 于是我们可以把由沪所确定的卡通，肴为是一族周围集 * 以 
的定理指出 • 正如所希望的 • 此分拆$能由它所确定的卡通来恢复： ^ 

定理 11.19 设 (P 是可见屏到4连通子集的一个分拆，其中至多一个是无界的 ， ilSff 
沪确定的卡通.那么由 


< P - = {CD V|C 是 z 2 — s iP 的补集 > 

给出的 V 的子集族史 •• 是可见屏的一个分拆， 且沪 •二 ‘ P . 

我们不给出定理 U . 19的证明，它可由 [ Kha ] 中提供的结论得到. . 

在定理 11. 19中，为了使分拆* P ， 与沪 一致，必须假设在分拆少中的集合是 4 连^分女- 
如. 如梁在图1〗.19中的集合 B . 是此分拆中的一个集合，那么 H 的两个4连通的 




巾的榘合 


2 H 


中的轉个嫵合 


对 fif 


f 有以下存储和恢个数卞明像的过程 t 

； ifw 个打 _• 定义可 见_-个 分拆， 分街 
个具有固定 颜色的 区域. 

了存储此闻像，构建由此分拆醜定的* 通.刪还 nl 

线的哪— ㈣ 哪—种顔色，來存储_色的鯓榻 ㈣ 幸遴中每 
0 (V 通过 对可见屏与在数字平面中此 M 的补集的每个妓妓. 

通常被我们认为是连通和连续的现实世界，对它实現数字化表示_成. j 有， 
_-离 敗化" 为数字形式的手段，而同时又存在—种料性的如 • ft 柳 
系得以保持.数字平面就为上述过程提供了—种有效的漠 5. 它由以分组$是用 
于表示图像的完全不连通的，幵的目■稠密的叫见屏.另一是提供性的，结岣 

的闭点和想合点. H _ 

欧氏空 间已成 为拓扑学训练的一个主要阵地*但是由于我们过分依賴文後.錢和爾鋒 

( EI 的数字化过程，因此在我们所研究的对 象中. t 要的是要把 ft 罕空间包括在内. 

11.3 节练习 

U . I 7 给定数字平面上的两个点•证 明： 存在连 续祕， ， 0. d 
水平或二者兼有的方向运动的踪违. 

IU 8 确定例 U .2 中的数字简单闭曲线 A 的补集的每个分支的边界 & “ ㈣ 福说狀子 5 «缺的- 
11.19 ⑴考虑图 11.2< J 中所示的败宇平面的点卞$网《针点 

组基，并证明在这些集合中 ♦ 没有-个是歡字蔺单闭釀技 … A “ * •參 

(2) 证明； 在数字平面中没有6点敢罕 ® 

单闭曲线. 

(3) 证 明： 对于任一偶整败 在败字平 

面中存在一条 n 点数字简单闭曲线 • 

(4) 证明： 在数字 3 维空间.即通过取 3 令 

数字轴的乘枳而得到的空间 ZyZXZ _ 

中，存在一条6点数字简单闭曲线. 攀闭齓找 

U . 10 ⑴ 证明： 在数字平面中，环绕一个开点的 8 卢 • 作的鲁吵#此 

⑵ 证明： 在 ft 字平 面中，环统一个用点的 p 昼-找字囊雖用曲找‘ 

⑴证明：在败字平面中.环绕-个灌合点的 8 成 • 

败宇平面吗？ 贏么 • 4此乎曲的条教字°用麟 

1,21 (1 >沾明 ： MS 面 R . 的-篆 18 单闭曲 ⑽獻謹 8 1»乘0觀字 

( 2 > 为什么你在⑴中的证 m 用乘 ㈣ 1 ^ s ^ f! 

浅，那么\培此数字平®的-个闭子集. 

1,12 证明定 an.w n 在数字平圔上的一条 0 字 Sit «^ lf7 

A 趣此败宇乎面的一个闭子集‘ 

设八是 4败芊乎面 J •的一个歼点的 薛 

岣曲线 


0 


> 0 • 

田 11.20 
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第章 


纽 结 


本拿我们叙述纽结的理论 ♦ 我们回忆起. t 纽结是圆阛到 K ' 【:的一个嵌人/: s l - 
R . 如图 12.1 所示，一个纽结能不穿过自身地变形为另一个纽结的话，我们称这两 t 纽结是 


等价的.两个等价的 纽结， 称为是同一类型 的. 稍后，我们对这种等价性给出严格的定义. 


纽结理论诞生于19世纪中叶.高斯 （1777- 1855) 和他 
的学生利斯廷 (1808- 1882> 都曾对纽结理论的早期研究 
做出过贡献.利斯廷的著作“拓扑学的初步研究”（术语“拓 
扑学”就是在这时首先被使 用的〉 包括 r 有关纽结分类问题 



的讨论. 图 12.1 这两个纽结&等价的 

世纪的大部分科学家全都曾坚信，整 f 空间充满了一种称为“以太"的看不见的物 I 苏 
格兰物理学家 W . 汤姆森 (1824 - 1907) (亦 称为幵耳芬勋爵）曾假定，在以太中，原子仅是纽结状 
的旋涡 （ 像吸烟者吹到空气中的烟环一样每个不同的纽结，被认为与不同的元索相对疢 • 

受到汤姆森猜想的推动 • C . 麦克斯笮 C 1831-1879) 和 G . 泰特 （1831- 1901) 研究 f 
纽结的性质，同时. 桊特 对不同纽结的目录进行了探讨 • 最终发现，纽结 H 录表的相关程度 
不如元素阛期表那么好.此外.由于迈克 耳孙莫 雷试验（1887)，以太不存在已成为显而易 
见的结论了，因而，就对原子的这种模型给致命的 打击. 但是直到那时，人们还仅仅是 


从数学的观点对纽结的分类产生很大的兴趣，并在这个方向继续进行研究. 

在20世纪初期.随苻拓扑学基础的发展.数学家就能够建立纽结的理论了 • 此后，许多 
数学 r 具已建立. 并把 它应用于拓扑学这个最活跃的领域之一 纽结理论. 

纽结理论的最基本的问题.是如何识别两个纽结是等价的.给出两个纽结的图形，我们希望® 1 
定. 当这碑纽结被绑在一根线上时.是否能对其中一个纽结重新安排 • 看起来橡是另一个纽结. 

证明两 t 纽结不是等价的•一种方法，是使用与纽结有 关的. 称为不变 t 的樣. 不变滅仏 
赖于纽结的类型.而不依赖于它的特定的形状. 3我们存仵两个具有不同不变擞的纽结时’ 
就知遒这两 个纽结 是有区别的. 

在 12. I 节，我们介紹合痕，汴用它给出纽结等价的严格定义.在〗 2.2 节中.我们介^ 
赖虑迈斯特运动 • 它是我们在保持纽结类型的-忡纫结射影（纽结的一祌阁形）上变视的 15 


luw ， r « i «, 还{!扭坊.刖15圯它与怍名同，6存«它气作 动词. 冬攀的怀 wife knol>1 ， 
钻/內 SH 玷这样 - flf 科.它研究3_令间屮-条間咿⑷曲？ | 峤构成的明卟，>4 坩地说•狂 
的 IS % 的* TIM ;. 详# 往 



斯 特运齡 我们 ㈣ 了证明下述純 的鼸找， ^ 
H 与 纽结的 类型无关的. 在这 '•节 中，朗还将引人 环 ㈣ ， 夕们定义的不变 
L l!P 坏绕加以区别 的—料变擻. &12.3 节巾付作为料一族 
③二纪0_的-卿 m . 嫌， 
纽结在 DNA 和合成化学中的菜些应用. 地得到 I 雛广. 最后— 

,21 合痕和纽结 


在 9 J 节.我们介绍过在两个连续函数/: X ， y 与 h 之间的 同仏 

它是使得… • 1)= ，⑺ 且•” -* U ) 奴的雄轉从 
1为1 时，函数 F 从7变为心在纽结理论中 • 我们对一神袴殊的同伦 g 内褰. 

定义 i 2. 1同伦 xx i -^ y 称为一个 合痕. 如策对于 j 中的任一“ F • 是一气 

味. 

在合痕 F t XXi — Y •中.当 f 改变时 • 我们认为此 合电， i 定义在 X t 的 - t •单黎 
服族 

例 12.1 用 F ( j . /) = U 4-1) j : 来定义 F : R ‘ 卜 R • I ，=( :* S f 正舒 R 二 r f 
但当 f 从 0 增加到 1 时，在 R - 中的 每卜， •:系 Ate 哀8^: t , 上 •'hi 
今痕的端点 • 那时它们的长变全部为 f •来的两格. (,2 *-* 1 


我们可以认为， 一 个含痕是当空 
两 A •的拓扑不改变时它的一个变形. 
奸1感兴趣的是，一 t 空间 Y 在另一 
,个空间 X 的两个 嵌人， 是否能通过包 



合癟利 


t 它们的空间 X 的一个合痕抝互变形 
8, 在这方面，我们来确定两 f 嵌人 
_竞意味着什么 • 押:二 

定义 *2.2 设广:、'♦、•乏空问、訓、二 :、. — 
:\_卜\， ㈣ 时于 任一… \. Fw . … ） 良二而丄—刪空间合 •. 
%我们就称/与 g 是环绕空间合痕的.空 |11 A 你为坏^ 

如果 h w 卜 x 愍一 t 环绕空间合痕，那么•当 n 卜点的象，峽成此点！ 

•中的所有点保持不动.但当_/=1时 
_〜位黄，环绕空间合賴整代间 

意.虽然条件 FU , 与 F (八 、=典条颳在时刻’： 11 . 

以⑽糾 ... 

=_时 刻间. F 把 /… 映 1 ^十、. .箏 
細合細定义说起采 

，时，第—个嵌、 的象. 續慢地变 ㈣ 第 . Hj . ’ 










遭 m 


戮 na 会看到它从付始形态到最后彤态的—段彤片 


之 r 夜麴空闻- ' 的两 爹嵌人之间的一种等价关系 .（ 见练习 12.3. 


环鴒空间合 


艰， 



图113 —个合癟类似于$形的一段影片 

12. 2 ^ /( ff ) = ico ^ 0 » sin <?) 来定义/: . S ’— R 2 . 在 R * 中，这个嶽入把圓阚轶砝以 

* 产一十辫 再窆义 扪 =(2 co 4, 2s>\nd). 在 R 』 中，这个嵌入，把圓周映成中心在萆省 
2 r JE ®. H 我 IH 可以把第一 >嵌 K 变形为第二个 嵌入. （见图 12.4.) 但是 
矣 •？: 环穿窆 H 会壤兗霓是什么呢？我们可以使用上一个例子中的合痕来加以说明.也参 
鼇裒由 FU . ! R 1 这是一个合痕，由于在/中•对干以二 

个酒 t 的值 • Fe 是早面鲷自身的一个同®- 

0 O O 

图 12.4 — t 合痕 把申径 为1的脚阌变彤为半径为2的圆网 

h f -0. 致有 Fix , 所以它是一个恒等映肘.最后，当 f 二]时.我们有 

F ( fiO ) A ) = (1 + 1>/(<9) = 2 f ( 0 ) = gid ). 

舌纪，學寥上此*禺的两个镢郝是环绕空间合痕. 

倒12,3已知一个环绕空间合癀 F: R </-H ,它把球面牙变形为如图丨 2 . 5 所矛的 f 
人癉醪氬 

,••»/*■ ，是悝等梦•射，它是一个同胚.函教 FU . ⑴把 球面映成嵌入球面‘ S .我^ 
蜍土/ •的明《的表 达式. 为一个特定的环绝空间合癀，给出它的表达式遂常是困难的 .成 
是孑 蕙霞的 • 尽管 M 明形上♦来是明璽存 在的. 我 

遷存.我们希麥-把坏绕別‘《】合痕的槪念应用于纽结 4 为丫避 免出现菜些变态的情 
，，构七此4纪叫以如阁 u .6 所示，通 Uih 也限多根小棍以端对端地连接在—起的祁 
沴找们杷 匕称力 折线状纽鑲.找们把这些小棍称为折线状纽结的边，时任何相邻的 
交 F —个® A . 




in 


姑 


m 


遨近 ， 


(Q§3^ 


任何一个光搰的 纽结， 坷以用由多裉短棍岍沟成的拓祕^一― — * 

所以， ㈣ 折线状纽_不考虑賴纽结，这近的方式】 
由于我们使用广灼限多根报，从而使我们能 
避免像 ®12. 7中所出现的所调杀乩的嵌人纽结 
这咚纽结存在奇怦的性态 • 与我们从这些纽结所 
获得的直觉相违背. 

在数学！;，纽结理论所 考虎的 范围.是研究 ffil2 , 7 M 不作找的聚⑽ 嵌人祕 
国周 S ， 到 R .， 的各沖收 V 能把彳 .. 

我们就 ㈣ 这两个不 同的纽 结是等价的._能 ㈣ 神 m 格二8 _• 

定义 12 .3两个纽结 AaSI — K 是等价的，如果它们是 w 空问合^ 

的纽结， 称为一种纽结型_ 

设 H : K X ■卜 R 适由嵌入/， # f : S - R 给出的纽结之 ㈣ 的环绕空问合概.小，. 
0> = J 确保 H 是从恒等映射 幵始. 条件确保到那时 f / 犹能把 lh/ 岍给 
出的纽结，变形为由发所给出的纽结.对？第 二个坐 的任 H 固定愤.此合很必圮纪1 |«) 
胚的事实.就能避免纽结在变形时出现穿过自身的现象. 

例12. 4 在围 12.8 中所示的所有纽结是同一钮结望的，这是由干，吨 rjK 1,的坏.>:_ 
间合痕，其中任一个纽结都可以变形为其余每个纽结. 

我们采用环绕空间 k 的一个环绕空间合痕的瑁由.是为 r 避免在 ffll : 。中所出现的. 
使一个纽结的一部分折黉起宋的变形.由 f 这种变形. R 的一部汴，在妯后阶段被扔♦成和 
一个点 • 在 K 中的一个环绕空间 合痕. 不能出现这种折鲁. 

③ ㈣ 00 



ra 12 . 8 这咚纽结地间-纽结®的 


IS 12 . 9 我们不允修析鲁 


能穿过自身 •（见图 12.10. > 



<> 




我们还 俵定. 此合痕 ■谓 * 糾性的 二‘-个析作状_的 4 ，" 











$ -- ---- — 〜 

边替换 n ㈣ 所围 n 三 ㈣ 的三边” 


与此纽结用交， 

|：|明此纽结 Hi 5 替换3两条边， 


使得所围成一个三角形的三边恰好与鲂两条力 


』土 == 角二 ===== 

边或另一些边的方式，使此纽结变形来实现 • 



中.对一彳$结进 行的- 塋运算 


所有的纽结都由有限条线段构成的事实，虽然值得牢记心中，但我们不强调这一点，贫 
f 你来说.我们允许它使你本人确信光滑纽结已画出 • 而我们所描述的环绕空间合痕，可按 


M 逐段线性的板本来理解. 

当提到纽结的整个等价类时，使用纽结这个术语是很方便的.例如，当两个纽结不在8 ; 
—等价 类时. 我们就称它们是相异的.当一个纽结在同一等价类时.我们称它是平凡的，此 1 
时. 这个纽结由以下嵌人给出，这个嵌人把 S 1 映成 R 中在 -fjy 平面 上的. 中心在原点、半径 
为1的圆阐上.仅当可能确实出现混檐时，我们才回过来指出纽结的类型. 

为了跟踪与纽结和对它所进行的运算，我们使用称为纽结射影的纽结图形.在3缘2同 i 
中.给出一个祈线状纽结 • 我们就可以把它投影到一个平面上的一条闭折 线上. 所得到的乎 
面曲线.称为此纽结的射彩.一个射影称为正则射影，如果 

U ) 在此射影上没有一个点，与此纽结上多于两个以上的点相对应. 

(2) 在此射影上仅有有限 个点. 与此纽结 Jh 两个点相 对应. 这些点称为此射影的二重卢 
(3J 与此纽结的 一个頂 点相对应的二重点不存在. 

在图 12. 】3 中. 我们画出了导致未能成为正则射影的几种射影. 



阳丨2.13朱能成为 正》1 射影的几种射影 

如结的 射彩不 是正则的，細只要在投影前稍微移动-下这1:纽巧’ 
，成力 ㈣ 射影，我们称这样放置的纽结*为相对干此射影的一般位寶，而在 


轉- K 熏点’找间中 ㈣ iut 纽结携作移动，就会雜 
作这样的移动 • 不会改 变纽结的类型•因此 ♦ 结有 — 让绝结用 

奸面 t , -个纽结的正则射影以拓扑图的形式出 ％ 

与此射彩的二重点-起_此拓扑围的顶点.如梁在此组结-条“$没结有的 1 ^的/点:: 
是这 t 拓扑图的一条边.另—方面.此纽结的被投影的边.被此二霞占所 

碱此 纽结两条⑽的链中，域射影平面更接近的是 u . 

所示的-个纽结射影.是这样-种正則射髟， 它-包 括付于这’狄帽料 
条链的-个 迹象. 纽结的射影还可称为示意图.给出-个钮结射&•在衫间中， 

出-个由此纽结射影表示的纽结. 此外. 由已知的纽结射影所怍出的任何两结是 等价的 


S 


图比14在平面上，一个正明射影以拓扑图的形式出熳 




S 12 LIS 纽结射 t - 


我们把在一个纽结射影中的二重点，称为此射影的交叉. 

- 1、平面合痕足+ [ftl 的一个逐段线性合痕.它把折线状的纽结- 1状約® 

结射影.而不改变平面上相应拓扑图的结构.一 f 平面合痕，虽然能使交叉之间的距离伸氏或编 
短，但它不会改变交叉的数屋，至于哪墊交叉由此射艮的導今边相连接， il 神分应关系也卩会改变. 

如果从一个纽结射影到呙一个纽结射影的平凼含痕存在.那么 • 我们就 可以作出^的仵， 
应两个纽结之间的一个适当的环绕空间合痕，因而这两卜纽结是等 价的. 另一 方面. 两 I 、纽结二 
间的-个环绕空间合痕，未必投&到一 1、环绕空间合很‘ W 如. 在绕，间合痕的：个 ㈣ 
中，我们可以看到在图 12. 16中所示的- f 变形.&第三步我 II ]就不再有—个纽结射影』’ 



m iz .16 -个坏间合痕势找影 f 再癌一 於平面含壤 
当我_纽结射影来研究纽结时，有 -神变 形起璽要的 ㈣ 找纪所 《_⑽㈣ 
节我 们对 赖德迈斯特运动作进一 ㈣ _12」；屮._森1、 

6个交叉的一族纽结.作■含巧二 卜_‘托續如必，价，“ • 

* 之〜等价，成与 U 牝炖 结夕一的镜橡等价.（清注意’ 








248 __ ——一一— -- - -- - 

tirdi 我们再 对此怍进一步的讨论 .） 

在图12,17的上面 -排. 第-1、纽结是平凡纽结. 第二个 纽结称为三叶形纽结，咐 



图12, 17 —些不超过6个交叉的不同纽结 


众所 周知， 图 12. 17中的每个纽结是不同的.如果我们把其中一个松开 • 不把它割 fifj 并 
重新系上，那么在把它们重新加以安排以后，看起来就不再与另—些纽结中的任意一个-转 
r . 但是，如何來严格证明这些纽结是不同的呢？而我们恰好又不能 it 一个纽结松开•然后 
试 is 把它重新加以安排，使得卷起来与另一个纽结相 (象. 我们可能已经失望 r 6年之久 . 倍 
是还不能得出纽结不相同的结论.我们如何能知道再作5分钟的努力仍然不能达到目的呢 • 
于是.我们就寻求与给定的纽结相应的 • a 与纽结类型无关的一个不变 t . 有各种不变 
量可用 f 纽结的研究，其中一些是数值（见 12.2 节），一些是多项式（见 12.3 节），而另- 
些是代数群.在所有这些情况中. Mm 要的是，如果已知两个纽结对一种不变量有不同的值， 
鱿能立刻知道它们是不同的纽结. 

但是. 人们如何能 t 出一个已知的候选不变量，是否确实是一个不变量呢？要说明两 | 
纽结之间的环绕空间合痕，并未导致此不变量的值改变，这通常是太难办 r . sr 能的环绕 5 
间&痕实在是太多了，而 且即使在最简 单的例子中，方程也变得难于处理. 

幸而，我们通过闬纽结射影，并对它们应用赖德迈斯特运动后 • 这项任务就神奇地得 11 
简化. 下一节我们将吋 I •.述这些想法进行讨论. 

12 1节练习 

12.1 付 FT 列％种 情况. 求两个已知嵌人之间的环绕空间合痕 ： 

' M 111 '' .»•) 及 , x ) •>£ 义的闲数 / , K； / -K 

1,1 r 1 f 1 ；i 1 1 (| '< Z 足的函教 ./. h /-K . , f # 

12.2 如果 FJI 嵌人 gU 之间的-个环绕空间合痕，那么，/与怍为 f 映財到、 

愚网 K 的. 

12.3 ㈣ ：个睛⑽純.定 SC 了在把空间 y 嵌人到空间乂 ( Mm 个輯 M 、 

«出的⑽，賴明細中的第-个纽结61以$形为第二个. ㈣ 个纽结 
12.5 18中•定科纽结是等价的. 件 ㈣ 哪 些纽结疫 ㈣ 的. （我 ，1以通过糾」一“ 

々、纽 M 判 W 个纽结的坏嫌空间合痕的關，米证明这两个钮结是等价的•然而 . 江如 
的.我 KI 没有方法 uV 叫两个杻结石等价> 


|2 . 6 ㈣ 理论通常把 、中的中的嵌人 w 我们己•咖龙 m 

musiR u 咖恰好料 ㈣ m 间的 

到 ‘ S ， 的优点.是所 得到 的环绕空间昆業致此结栗較明 ，㈣ 两 
结 t 等价的 • 那么.它们在穿中也里等价的 • 

12.2 赖德迈斯特运动与环绕数 

假设用两个纽结射影^表示等价的纽结•那 么. 必定存在一个由第一个射 ？ 跅 衮石的 ? 丑 
结. 到由第二个射影所表示的纽结的环绕空间合痕.碑而.要确定这种合痕垦否存在！闲椎 
的. 由于这些合痕给我们的活动余地太大了. W 27 年 . 輳瘛迈 斯柃<1-. ' 

证明一个命题使这个任务得以简化.这个命 睡说. 由两个不同的纽结时 I ,所 ft T , 的*? fl 结：: 
间的一个环绕空间合痕的存在性.等价于一系列称为輳灌迈斯特运动的存在 ft . 这绅 1£动把 
我们从一个射影引向另一个射影.赖德迈斯特运动分为以下三冲类费. 

第一种赖德迈斯特运动，如图 12. 1 9 所使我们能对一 t 射彳'结或供$ r 
结.请注意，这样确实不会改变纽结的类甸. 

_成_ <^>JL 

图 12. 19第忡贛镰迈勘特运动 

至于第二种赖德迈斯特运动.我们如 sm •所示.把相_两 ㈣ 之滑向 nt 

之下，或反 过来. 我们把衔-\ . _ ‘ |S 

两种运动，实际上是相同的.把在边的图旋转⑽电. ㈣ 到 i ： 通上義4，心仙 U 

然，经过第二种赖德迈斯特运动，纽结的类贺得以保持. - 

而对于第二种赖德迈斯特运动来说 •比摘 在两段线之上滑动 m … 

閉 12.21 所示的交叉. 



<贫) ( 



^1 ll.il _ 


ra，2 - 20 第二__运动 抑_的运功屮• ㈣ 卜 

如果我们从底 F —根线的角 t 来考察阁 1 J 中 如旧卟$的箏-祌叫能& 
广银如由《两賊所形細 - ⑽二⑽-根线 ㈣ 成此义 
括- ，线迮 交乂之下的运动.此外 • $ '料劝⑽札 















呔之 闾， 通过卜交叉的运动 • 

• 舒来， 我们介绍-个 ®«_ 论赖碘迈斯特足神.正如找们随 ㈣ 醫到的 
我们能够■所《的 M 敏.确«能_纽结 ㈣ 的 P ㈣ . 

定理 12.4 |»德迈斯特定理）財纽績是等价的，当且仅当存在平面合痕，以及 把、 
扣合痕的 iE 結射影 U 向另一合痕的纽结射影 的有垠 序列. 

证明 iF 如我们前面巳提及的，平而合痕和赖脃迈斯特运动不改变纽结的类型.所以‘ 
即可得出，如來通过一系列的平面合痕和赖德迈斯特运动两个纽结射影相 关联. 耶么•训 
表示等价的纽结. 

冉假设两卜纽结射彤与等价的纽结相 对应. 我们要•证明，存在一系列的平面合烺，和 
系列的从一个纽结射影到另一 t * 纽结射影的赖德迈斯特运动. 

我们假定这两个纽结 都&折 线状的 • 因而与对应纽结射影有关的拓扑图，由与这些顶卢 
相连的线段岍组成.由 f 所表示的两个纽结是等价的，所以，存在—个把一个纽结•变形为 
另一个纽结的，从 R 到 K 的逐段线性环绕空间合痕.由于此合痕是逐段线性的，因 此银崔 
定义，我们能由一系列的三角形运动，来实现在这个纽结上的紧致性. 

,4要此环绕空间合痕的每 t 阶段的射影是一个纽结射影，那么 • 我们只能随着平面合 I 
前进.当平面合痕的-个阶段不产生一个正则射影时会出现什么情况呢 7 口 I 以证明，在本泛 
上会出现三种情况. 

考虑如囝 12.22 所示的三角形移动.在阶段 （ c ) 与 （ e )， 射影不是正则射影.当在阶8 
a ) 与 （ d > 之间的二角形移动的变形进程经过阶段 （ c ) 时，所导致的射影是第二种賴德迈 
斯特运动.而与在阶段 < d ) 与 （ f > 之间的:.角形移动的变形进程经过阶段 （ e > 时，所导致 
的射影则是第二种赖德迈斯特运动. 



在图 12.23 中，我们表示了…种环绕空间合痕的射影不是正则射影的三种情况 .如 ^ 
ic), 由干边的射影如图所示，我们就没有正则射影.$变形从阶段 （ jO 开始 • 皇到阶 抟 1 ‘ 
结束 《反 之亦然 >，射影的各种改变，都是第一种赖德迈斯特运动. 



■角形移动按 ffi 示的方式来 ㈣ . _现$ ㈣ 梅 边 ㈣ ^ ^ 


财 
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够实賴1 ■到第二个® 

除了纽结.我们还要考衆环绕， - 

定义丨 2 .S —个环绕是在 k 中一纽 «用的一个蔌 > 

助坏規空间合痕，-个环繞可以 n 形为>5-个*^ 4 个二坏免被认为是等份的，如果借 
而如采此环统有"个分支.坑称为是-个 ”分支 料 八的》料纽坏繞的分支‘ 

_. 2 4描述了两种很著名的环绕，怀特黑德 环绕 ㈣ 抑者是 ric 

㈣ 支环绕.在意大利文艺复兴时期. 薄罗轉 坏绕出现于博罗=家=&的者 

结论，在此时都适用于环绕 • m 容易计算的. m 純的不 " 

个环绕相互加以区分.下面我们就对此作-些介绍. 肖用付两 

设 L 是-个2分支环绕.环绕此分支，我⑽取-个运动方向.我 ㈣ 此方 ㈣ — 十定 
向，通过在此分支匕放置一个箭头来表， ?;• 在环绿的 一 1、 特定的 图 , r . 丨: . iij ，■ ^ i >- 7 S 

12.25 中的两个图中之一. 

两个不同分支之间所出现的每个交叉，用十1或一】来抹 id •这田闺 L 二中的 纪初， 

或 <2> 而定.我们把一个交叉 t 的际记记为/丨^ 

定义 12.6 — 个有向2分支环 ft /_的 S 示的环绕数由 

ika ，= + S ， … 

给出，其中的和取遍与此环繞有关分支的所有交又 r . 

例 12.5 我们来确定在00 12.26 中听出瑷 ff ： 育句玎 $!• t nBr-^r 




ffl 12. L *4 


怀特癱 环鲦和 
博罗米 » 环筠 


(8112 S 在-卜 定甸坏«的找鼉1 
可蜒出躧的史叉 



所以 • ika .)^- 十 1 一卜 i )* 1 . 

不绕数是对于与- " N 2 知有间环邮 ㈣ 

已对有向环绕恰当地 定义. a 与环绕射影的选取无关•据’ 


约 — 变鱧. e ( n 的_貧示書 S 麴有鏑同的坏烧教， 

5理 12.7 如果两个有向坏珑是等价的 .坏 那么•由每 t 、 坏绕时影所计 
正明_必须证明.如果等价 有向扑 等价的 ， W 么，它们的 ㈣ 射 






2 S 1 




W 环络数隨， ㈣ ■明， 此⑽ 《^受«賴特 ㈣ _响. 

H 神 ㈣ 边斯特么动.它既4、能使单卽身 之间 的交— 
也^1_八.然而•它不改变此分支之间的交 m 此 ㈣ 数不受第〜种轉& 

柃运动的影响 • 

假设我们通过第二种賴想迈斯特运动， 把—恨 ^仏它相祁的根线之^出.如果戌 
⑽一个 分支. 那么环络数就不会改变.如果这网 ㈣㈣ 不同的分支 • 找们^ 
_记为十 iu 的交叉.由于在环绕数中.对各卜 1 和：】求和 • 这就使坏络 数仍馭 
受#; 响.同样，如电我们通过第二种赖德迈斯特运动来消除不同分支之间的构个夂叉•而我 
们所消 除的. 塔标记为 + i 和标记为丨的交哭.關环⑽保持不变- 

最^；.如宋我们作一个第忡赖德迈斯特运动，环绕数也不会 改变. 由于我们只是钵$ 
了岍标 iii 交疋的 位贤， 所以不会改变这些标〖己的总和. 

总之.轉.德迈斯柃运动使环绕数保持 不变， W 而所有等价有向环绕的示意图，都有同样 
q ： }；.-^叫以. H 、 绕数圮0向扑浇的 忡 f 、 变最. . 

例 I 2. 6 考甩 BM 2.27 中叶示的一些环泠.环哓丁称为两个分支的平凡环铙.它的环今 
教为 0. 在此田中间的环终 Af . 它的环绕教为+2戎- 2. 取决于定向的选取.因此，环楚 M 
不是早 t 环缝. 

>， Dt ? 泠 w 旳环令教也为 a 因此 • w 与平凡环绕没有区别，但是 • w 与环绕 AIK 区扎 


0,0 


IU 0 




Ik 0 


» k ^2 fl £-： 

W 12- 27 T 和 W 的扑铙败与同， mr 和 \ V 的环铙 tt 相 N 

12 2节鎵习 

12,7 m，l> 豕”的輟讎迈斯特运动，使柙把我们从明 12. 28所示纽铕的_ -种射影 引肉碘 辤射. 
,2 * 8 ，郅 镱败戴 KW _ Ma . 2 y 所示的两 ptfl 钻. 

U .’ ’味 《 UM . 阳比⑽吒出现的坏快 f 、 珐这叫个分纥的乎1 外娆. 





a 


Hii »> 


roi2 •卵 \ m\sm M«fA 

tti 、， 价的 

u "• itm 蚜 _ i . 川斯柢鈞_和砰_地，賴得 w 此桷學论 w 

1阐的科>«|々叫作_早、 o 办 


m i ^ s0 


HJ t . 19 


r^y 


|2 .,| 明：在 RH 2.31 中的两分支坏嫌 JIF 等价的 



123 纽结多项式 


W . 亚历山大 （1888 -1971) 在他1928年的论文•纽结和环绕的拓扑不变 ■” 中， q 
纽结引人 r — 种多项 式不变 ft . 有了这种不变置.莪有可能《过证明它们存作.「、同的相 r v 
多项式，来对纽结加以区分. 然而. ft 历山大多項式在区分时受到限制. f 允 arpftf ； 闸 
的纽结 • 但它们却具有相同的亚历山大多項式.在20世纪 so 年代. v . 琼斯发说 r 杆诉 
的多项式不变 »• 现在称之为琼斯多项式.这就导致 ° m 加以区分的 hi 鈉的败玦捽奇地增 
加.由于引人琼斯多 项式. 躭发现 r 许多新的多項式不贽 t . •我耵用 l f 夫曼的 

来介绀琼斯多项式. 


假设我们要为纽结和环绕构建一种多项式 f 变量.我 (nil 定£是一卜 wit 客噸式， ift 
味着客项式中变®的指数.既口I 以是正螫数 • 也可 以为负 蠆敢.找们希港 - i、ea: 广叱 
结射影 • 来求出这个多 项式. 然而.由于它蛏一个不 变最. 因此与待定的射 m 找们黑 


要知道，它不受纽结豺 I 改变的影响. 

Jfr - 货我们发现* 一个已知飆蝓的任簿两个不縛的教修* S -- 系”的鵪艙边蟖特 ia 动有 
关.所以 • 如架我们能从一个纽结射 It 构建 f 多項式 • 使得它不受鑛山职衿士动的比有， 
耶 A , 此多项式于所冇的纽结射 H 來说. 就都是一样的』我们《々速巷 -* H 饴 ] 
种多项式不变筐. 

㈣ ， 比我_定， c 构 n 从.个纽純一 w 錄 ㈣ 1 ^的 
与「的多項式.油，对于-个己知扭结的所有射 ft 观 • ^ 

錢 1 ^当找们为利用此多项式为定义.个• ㈣ 式《•向努 ㈣ . n 二代“， 
心的名 项式.棚把所得到的 客项式 ， ㈣ 1 、換位多: w »' 

的換位多项式 . i 己为、尸 .. 为厂简申起 mm 5 ㈣ 的箱分•我 1 
昼“纽轎戒环鴒射彩 ••. 

我们联定此多項式符合以下:1 t 蟪则： 适 A . f 帚史又的卜 

‘ 铁则 丨〜 ,.,!.,，.'^,>； l ； CO ： 

扭结射 影 . fl UiK 式 1. 这铨岍谢的蟀疳化浪锊， 

_ J 2 :、 PUO ><、 尸、 />lfl . “ 

这个视_出•把外的 ㈣ tt 的 f 叹分^加糾 W ’ 

mi A ▲ M .)(>• 









遭明 3 指出， 我们能利用与两卜新射影有关的多项式（每 卩多项 式具有 的交又 if 、 
命疼 a 与射篆户有关的多项式.这称为拧成束关系.这样的关系有 两种. 但它 1 n 在二 py 

相闻的. 11 

規明3的第一卜板本指出，给定一个射影，如果我们在其中按照规则所述来安 _ 

卜交 （• 而且垂莨地切此交疋 • 以得到一个新的射影，再火平地切此交叉，以得到 
的射! t . 禪么，这3 个射影 的这些换位多 项式. 通过这 t 等式相关联，规则3的窀」 

可类似地_释.但请注意，如果我们让第二个版本的每 >示意图 • 都转动90度 ，^ 1 
卜轚本.因时，正如我们已经指出过的 那样. 此关系的两个版本实际上是相同的. 这神/ 
束关系如何起作用 • 我们在随后许多场合使用它时就会清楚. 

给出 了这挂規则. 我们就要对衫与 C 怍出选择，使得所得到的多项式是一个不变 | 卜 
别地 • 我们希望它不受赖德迈斯特运动的影响.我们首先考虑第二类赖德迈斯待运动 
換位多項式规剛.我们得到下式： 

< t > = a <x> -f b ； yr > 

= A[A OO + « < X >] + 机 A <)0 + B <>0] 


-A4CO-f ABC <X> -I- R\ <)C> + 朋 CO 
= [A 十 ABC - hB s ] CO + BA <)(> 

为; r 使此換位多项式不受第二类赖德迈斯特运动的 影响， 我们就要求 q >= o (> ，由我 I ; 


酮推导 出的这 个关系 式就可得出， 以 =1和 .4 : + ABC + fl : =0 成立.原来的3个规则变为 
规則1: 0 = 1 

规剿 2: PUO >= l ~ A l - A ' 2 ] <P>. 

規則3: \ • \ - \ ‘ \ 

由这芒新的规则我们就知道，所得到的多项式不受第二类赖德迈斯特运动的影响. 

接下来.我们再来看几个特定射影的换位多 项式. 然后 • 我们再回过来考察.此換^ 
项式如 H 受赖德迈斯特运动的釤响. 

例 12.7 用戌則1〜3不难 验证以 下这些换位多项式.在练习 12. 12中要求完成此事. 

<0 0> A 2 - A- 3 




<©>*=— A 1 <(§,> A 3 

= 12,8 现“们来计算三叶纽结的射彩会的换位多项式，使用规则 
式. 再吊規則2和简单的代教 运算， 就得到第三个 等式： 

^ = a << y >> + ^ « 〈级 

= AU^^-A 1 <^>]- h A i[ A < rCg )>4 -A 1 砂] 
r a 〔一 a2 ~ a 卞 00 >+ 2 < 00 > 十 a ， <@> 

中接位多项式的值代人，然后再化简’我们就得到： 

' A A ' h \ ，， M ,( \ I ' 、 


3 . 就料_ 



因此，紂轚哲的换位多项式— 

< k > = 4 oo !, x 

~ ^ 0(> + 乃，认. 

^ <)0 

的第二类运动的影响•那么，就能方便地推出:换咖州 

运动的影响.類地可以证明，换位多项式不受第二种形式 的笔一 : ㈣ 二 

最后. 我们还必须考虑第:类赖德边斯特运动的絮致性賴抒成料系和■的_桃 

〈 JO == .4 < JL > + A -1 C ®.> 


= A <— > -f - A * ] ， - • 

一 A 

在此多项式 ！:• 第一类运动有紧致性 • 这引起一系列的问我们孓能得到等式 二 . 
这是为 f 使得在第一种形式的第一类赖德迈斯特运动下，此換位多項式是石变襻所甫踅的 
类似的情况，&第二种形式的第一类赖應迈斯特运动时也会 出现. 

为了处理这一争论，我们需要另外的一个称为扭动的鼉念.利用它就能 if 此换位客岣式 
来定义纽结或环绕的不变量 7*. 此扭动可像环绕数一样来定义.我们仪考虑存-卜則發中的 
每个交叉，而不是只考虑那些涉及一个环绕的不同的分茭. 

定义 12.8 已知一个定向环烧的一个射影 P , f 的扭动记为 xt < P ). 它是当取遘 
有交又时标记为十】或 一 1的和. 

例12. 9 在图 12.32 中.第一介射史的扭动为 0, 盱事 二卜封 t …扭劾+ ' 

请注意，当我们如图 12. 33所示，在一个射 f 上实 現一* f . 鱗一类鰱螓迈斯峙运十对•扭 
动增加1或减少 1. 






<^JL 


作 7 


12 - 32 汁算已知射影的扭动 


^,2. 33 H 钟《动 « ffl 动增加丨成臧 


w 12 - 32 汁算已知射影的扭动 ^ 

在这时我 if】 已经对射 形定义 r 换位多项式，它 f 、会，=二 

德迈斯特运动 7 却会改变._. ㈣ =&二的冲 ㈣ . 

鼸•由子它_特定的射影.我们还定义厂扭动 , 卜 

月的.則、多项式^ _或孙二二,， 

定义12. 9 -个定向环絶射彩 P 的考夫黌多项式 （ 义 
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定理 12.10 考夫曼 X 多項式，是纽结和定向环绕的一个不变量. 

这 h 定理指出. . Y 多项式是纽结的一个不 变敏， 无论它们是定向的还是推定向的 
于定向环绕宋说， X 才是它的- 个不 变董.弓 I 起这种差別的原因是 • 如果纽结的定命》 
一扣定向纽结的射影的扭动不会改变，但如果在环绕分支之—上的定向改变，一 个定向 
的扭动就可能会改变. 

证明为 f 证明这 t 定理，我们鱿要证明，对于一个已知纽结或定向环绕的所有射 
说，. X 多项式是相同的.因此，霱要证明它不受赖德迈斯特运动的影响. % 

首先. 考虑第二类赖德迈斯特运动 • 我们已经看到，此换位多项式不受第二类赖 德边斯 
运动的影响.所以此扭动也不受第二类赖镰迈斯特运动的影响，由于这些运动要么增加 符号相 $ 
的两个交叉 • 要么减少符号相反的两个 交叉. 于是 X 多项式不受第二类赖德迈斯特运动的 影啊 
接下来考虑第二类赖德迈斯特运动.而我们已经看到，换位多项式不受这种运动的影闲 
此外第三类运动只是对交叉作了 t 新安排 • 而并没有改变其中任意一个交叉上的标紀.因此 
此扭动不受第三类运动的影响.于是吋得出，多项式 X 不受第三类赖德迈斯特运动的 f 响/ 
最后 • 当我们实现第一类赖德迈斯特运动时，像图 12.33 中的左边那样.在我们的射影上系 
上 一 1、扣，我们发现此扭动减少 1. 这导致此多项式被乘以 一 A 3 .然而由于同样的运动，正如 
我们在以前所导出的关系式<上> =- A ’< 一〉 中所见到的，此换位多项式被乘以 -A 1 的-个因 
子.因此，多项式 X 不受第一种形式的第一类赖德迈斯特运动的影响. 

于是可得出，对于纽结和定向环绕来说，考夫曼 X 多项式是一个不 变量. I 

例 12.10 我们来计算三叶纽结切的考夫曼 X 多项式 • 由例12.8，我们 有換位多項式 

= A 7 \ 

射影立的揸动是一 3. 因此 三叶纽 结切的考夫曼 X 多项式是 

X (^) = (一 - A 3 ~A 5 ) =- A 16 十/ V 2 十 A *. 

有了例 12.10 的 结论， 我们现在就可以证明，非平凡纽结是存在的.特别地，我们有以 
下的 定理： 


定理丨 2 .11三吖纽结与平凡纽结不等价 
，明平虬纽结的考夫曼 x 多项式是 K 因而不等于三叶纽结的考夫曼多项式.由子 
、曼的—个不純，于是啊出，三叶纽结与平凡纽结不等价.‘ — 
上二 证得非平凡纽结是存在的.我们不仅证明了这-结论，而且还有了区别许 f 
㈣ j . 用考考曼乂多项式，就可以 K 别如图 12. 17所示的所有具有不 

定义 发现 的琼斯多项式是等价的.琼斯多项式是用 
tn * 4 I 乂换泣多项式时所使用的3个规则稍有+同，结果是具有分数指教 

12 /节^鮮夫曼 X 多项式得到， 不过. 其中的 A 要用 4 油决 

IMJ ::二 I ! 二::位多项式.件验证在这时所给出的多项式. 

㈣ 12 .糾 ㈣ M 的”分玄平凡环绕的換位多项式. 


取代. 




<2> 什算在 12 . 34 右边所示的”分支 1 i 1 凡环 ft 的換 位龙： — 

,4 什算图 12.35 中所示的射彩的扭动. 位多项式. 

cxx 00 

OOO O U 

COC X ) 

n 分支 "交叉 

"分 H 凡环绕与疗成蟝旋状的_结的批 明 | 2 . 35 汁算每个_心 

12.15 i 十算三叶纽结的镜像贷的多项式•它的多项式已在 n 巾富山〜 

II 涵汁么结论？ - 4算出.你什寘出的结果时 a 结受与贷 

12. »6求8字形纽结（在囝 12. 17中 上面— 推第三个纽结，的多项式 y 

12 . 1 7 汁算两 个分支的 1 以及在 中所名的每个定向富鲁料 

向环難相异的结论. 附定嘛夫職嫩 X ,咖他 

1218 -个纽结或环绕厂最_谅斯多项式 V ( u 可 ii 过对多项式 a , 作镲代 A -_, } 而搏糾 

( J ) 求8字形纽结的琼斯多项式， 

( 2 > 用行成束关系来证明.琼.斯多项式满足行成束关系 t k V ( L . i - tV ( L - )-(, » -； > 4 ( 7 ,)-!.. 
其中 L 与 L 是个钼同的 射影， 除非出现 ffl 】 2 . 37 中的坏些霏分. 

GOOD _ 

图 12. 36定向霍膂夫环绕 

124 在生物化学与化学中的应用 

本节我们考虑纽结理论在 DNA 的酶机能，以及在化学设汁上的应用. 

DNA 中的纽结 

在 5.2 节中，我们已介绍过 DNA 的结构，在那里我们曾指出.一个 DNA 分子由两条4在一起 
的核 t 酸链所组成. 这两个 链彼此紧紧地薄绕玍一起，与已经编织成银细绳索的仅股线的汝轵没 
有汁么不间.不管这种高阶结构如何，一个 DNA 分子—— 浼一根绳桊 以这蠓々串浊的 
义薄的 〜率. 此外.我们称—个 DNA 分子是环状的，如果分子的一端与另一端巧含在起 .㈣ 
_分子是常见的•但足，在本货中我们所述的大多数结论，对料状⑽分子也…‘ 

正如我们林朽引论中所说过的， DNA 压挤人一个细胞技中=状.=:= 

^人-个_中的状况不相上下 g DN A 缠结有关的，， ；' ^ 

!要 的- 作为—个例子 • 考虑 r ) NA 的义制过程. 

、叫 _条传龍链，用于构建-个完》的析的分子 吐侧二濟 
J 地轉在 —起， _ 两个新的分子天牛地薄结 fr — 起. 財乜_ ’ 

匕离.这会出现什么情况呢^ 

作细胞的 抆中， 存在能使 DNA 缠结和解拜的一聲 _• 




图 12. 37如图所示， L 4 , L 与 L , ft 在-卜地方 f ； 间 














2S8 


机颺 这样- 种_ (即拓扑拜构 其有⑽八的两条链，把一条链切断 • 从另〜氣 
穿过， 然后让第一条闭含. 交叉改变的总数，_ 12. 38 所示. 



图】 2. 38 酶使交 叉改变 

我们还想知道.这样的运动是否足以使 DNA 解汗.以下的定理以肯定的方式回答了 
问睡： 

定理 12. 12 已知一个纽结射影，存在这些交叉的一个子集，它能被转換成为得 到手凡 运 
结的一个示意 ffl . 

证明已知一个纽结射影尸，我们对此转换的交叉定义一个算法，使得所得到 的纽钟 
影与平凡纽结相对应. 

不打结 算法： 在射釤尸上，选取一个非交叉点作为起点，并选取一个运动方向.（见 | 
12. 39.) 气我们从起点环绕 P 作运动时，每次我们到达作为第一次的一个交叉，如果它还不 
是一个跨越交叉.就把它改变为相对于我们的位置的一个跨越交叉.（如果我们第二次到达 
个交叉.它将是相对干我们的位置的一个跨越交叉，而我们让它保持原来的状态）3我们环 
绕 P 的全部路程运动时，继续这个过程，再回到起点. 


H 


^59 





图比41纽结形为_个 平凡 纽结 



显然，如果我们把 /C 朝正 F 方投影到 面. _ 

样选取，在示意 ffl 上的每个交叉，我们鱿有此外.由于 f 坐标.网味 
适当的上交叉/下交叉的关系.最后•由予 
纽结 K 视为已 作出， 躭+难发现 • K 所成少 
的^部分，与 K 所增加的 r 部分会变形为组 
成 R ， 中一个平凡纽结的分离的年个圆周 
(见图 12.41) 于是得出， K 是平凡的，而 
，是 K 的一个纽结 射影. 

^为 定理旧 2的-个推论，为使得每个纽结实辭纽糾， 所卽找 x 的数看存; 
敢小但 • 

定义 12 .】3 -个纽结 K 的不打 结数. 是时 K 的所有技结料而言必 ifi 改定的交又卜教的 

最小值’上迷交又的改变.是为了把 K 的某纽结射科换为与平凡纽结所对 ㈣ 组结 射景； 

例 12.11 在® 12.42 的左边所示的 8 字形纽结是非早凡的 . <wgi216 ) 鳙菁 
变一个交又，就能把它转换为平凡纽结.因此 • 它的不打结數是1 








图 12.39 对不打结纽结改变交叉 

图 】 2. 3 9中的例子，说明了不打结算法如何改变交叉（带阴影的交叉） 以产生 
己知一个纽结射影 P ， 设 P ， 是对 P 进行非纽结算法所得到的纽结射影. 我们断 言广是 
结的一个射彩.为此， 在 R ’ 中我们 作一个具有纽结射影 p ， 的一个纽结 / c . 

胯定纽结射影 ，位于 平面上我们 
作纽结 K ， 使得它朝正下方投影到 广匕因 
此，•中的每个点 （ x , W 之上•我们 
在 3 维空间中的纽结上选取—个点 （I y 
在此纽结 i : 紐-締，们环 
绕 〆 沿给定的方向从起点幵始运动时，，坐 
如连续减少. t 到恰好在 我们上 
^交叉 之后. 然后靖加， 


二味乂、 & 到恰 ㈣ 我们 t - 次遇到- 

tff Zrr " 郎_，使_嶋线间到 
f 2 U 制 结卜所 选取_个点 . 





m 12. 40 


从-个纽结 


ffl 12.42 8宇彤纽 结通过 改变一个交叉以 味为乎 fia 结 

例 12.12 在图 12.43 的左边所示的扭结7,，借劻右这>示广两： K 7更， H 菲 
纽结的.然而，为了证明它的不打结教是 2. 就 f 要;它不具育这_一 TfS . 对此 T 
，图，通过改变一个交又，就可以作出早凡组结的一卜亍 t ®. 明这一鲒迻，但 

是’在这里没有证明它所霱的教学工具 • 

除了拓扑异构酶 n 以外，还有其他一些 
梅，也能玍 DNA 链 t 实现复杂的作用.当 
这 爸梅处 于分离状态，纽结理论方面的性质， 

4用 来=!^功 能进 行分类 • ^ 图_細的 7 .㈣ 

〜种酶在实验室里 一 M 被分离出来•就 ^ 

，应用于-瞻 fl 结型 的环状_分子‘于是.灌 ㈣ 咖 ㈣ 11 结 
=纽结推断出 来.■•如 何来确定所形成_结呢？它们培==二客 r 
电子=料齡_ ，【磁 

生物学家根据分子的物理和化学性质.匕没开= 相免 较小的 h 以热 站的力 
实验已经证实 • 对于教 f 较小的交足 • 



，丨 、程中 d 
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叉的数徽成比例.这种方法已用于把纽结混合物分为组成它_结类型 H _ 
纽结，由电 f 显微镜反映出来，从而能够洞察酶的功能. 

’ 用于 ㈣ 較学疗_舰阿鮮，借赌承⑽六⑽的能力（___分* 6 
不可或缺咖 •恃 別能阻止来自非纽结 DNA _. ㈣ 肿義胞分 ㈣ 常迅选， 

使它们特别易受伤害， WI 而使 此药成为- 种有效 的抗_ 药. H J 

合成化学中的纽结 c " c 

除了环状的 DNA 分子以外，许多较简单的分子 • 也包括环 
状的成键的 原子. 环状分子的一个著名例子 • 是_12•以中所 
示的，由6 f 碳匣子和6个氢原子键含而成的笨 • 

在化学中•使用许多其他常见的环状分子.而像笨—样 ， m 12 * 44 萃分子的电 
它们以—种不打结的形式出现.然而已知一个 貝:有 不打结形式的环状分子.一个显而 
问 题是. 我们是否同样能构建此分子的一个纽结版丰.此外 • 此分子的纽结版本， 


HC , 


C〜c 


与不打结版本不同的化学和物理性质呢？ 

近年来化学家宵先合成出-种纽结型 分子. 这样做的•个挑战是，构逑 - t 含有1 
(与有匕百万1、原子和简单形式纽结的 DNA 相比而言> 原子的纽结型分子. 19 S 8 年 ft 南博格 
大学的 C 迪特1 希布 赫克尔和 .I P . 索瓦热成为合成纽结型分子的第-批化学家. 他 ㈣ ‘ 


成过程.需要某些有创意的化学理论.用两个铜离子 • 让两个分子链保持特定的形状.使得 M 
这两个链相连，而这两个铜离子消失，这样所得到的分子是纽结状的.这个分子由⑽ 

子、 1()4 个氢原子、8 个氧 原子和14个蜒原子 组成. 在阁 12.45 中， _出广这个分子的①砉多 
在此$意 图中. 每个朱作标记的顶点表示，一个碳原子嬰么与0个、1个氢原子相结合 


M 2 个氡原 f 相结合，使得在每个碳哚子周 闱都行 4个键.（每个 
双道的边算作两个键 .> 

自从纽结状分子酋先被合成出以来，讨 ff •发和研究它们形 
成方法的兴趣持续不减.化学家 H 发现合成纽结状分 f 的简 
你为法，化学产品的-1、新世界就可中形成.每个不同的纽结， 
< 能 k 】 不同的分子相符,后名是由 间一组 按同样环状顺序链合 
而构成的职子产生.巳知一个特定的环状分子，对不同纽结状 
分 f 数峨的吨界限 • 叫以由环状分子来确定，这足此分子的 
柔性.区 别两个 细结状分子之间的不沏，以及确定它们性质的 
过构，对予我们理解纽纳及其性质当然是有利的. 

被称为 f 性的这种性质,在化学屮姓很 A 意 义的, 即使这 
冰分子 WH 、 达纽繽状的,也个匕坏状的.作炖蜒俾 L 不重黉的 



• 〜， f in ivim w I 買卩 ’J 

分 r . ㈣ ⑽手性，副称 ㈣ 手性. ㈣ 奶立名胺 

小的 n ( S ) 警《多胺的小._. 这叫 t 分 r _ i ⑽ | 一 

1 >i 1 j \ kW . 4此 朗々 边的⑻吧炉、 > n . j . 欠心带 产 ♦㈣ • &叫收 ' # 1 卜 
1 ifij 1 j tfl 线的带子相迮•则扣明 1，_ (1; N 纒在此、 P . 阳的 丨"仰 • （ 


的情況是 反转.如梁我们试阌通过蜿转 <R> 




'C 


OH , 

U 


c 一 NH 
♦ 

O 

R 、 多 K 




c*o 


田 12.46 


s 鼴 

<R) 8 炉2多 較与⑸ 时 3 l 霧 匾叶子 

化学家充分认^到手性的"性. M 分子与它 ㈣ 像 . ,, frt 
分子有 类似的 交£作用•但是， 桃与另 性分子却讀 ㈣ /伊； 
多胺 I “反应停"）是 - 作典的 ㈣ 岐：^" 机 它曾 
臧轻孕妇怀孕切期时的恶心 .（ R 、 嚼萨立多胺在漣匁面鴯1圮有孜 u ,. …此杓却以快屮 
发了导致出生缺陷的一个浪潮' 现在已广为人所珀，,, : p 務 . 

提出了剂量的限制.•对这些不 幸攻釅 的出象*哫》4停•的瘸 ㈣ ，喪 
起了关注：一是手性化合物的生物化学，另一麽采用 ¥ a 格的药 

如果我们考虑纽结状的分子, 那么. 就恰町凼临豪内汗纪瑁沦力肉的翻， 
如.如果由一个纽结所丧示的 分子. 与它的庚像《岑价.聲二. rn -!?： i . m 
研究一些纽结与它们的镜像等价是耔意之的. 

V , K 的 镜像. 通过在 R 中 夂 K 的幘中賢 •« 扣得糾 I 明•此 

嫌橡的纽镝类型与平面的选取无关.如乘我们有 K ’ 的，1^、患啪 . ；fWl K 
R 的镜中影傈，那么鱿可得出结论:通过改 艾的 手找. «"^钯~的1、痛|!3_5^» 
为所产生镜像的示意田.(见罔 12.47. > 

在 RI 12. 10中.我们丧示出]*从《字事纽咕 
汗姶的 变彤. 如架你在图示的嚴行一屮旋转1肋 
1 爹， 件 W 让此纽结•稍怍 变形. 荇 M 讶出 • 你以变 
形开始时此纽结的镜嫌而佐终. W 此 • 《 H 

结号它 的 ㈣㈣ 价的.1方确，叶 w oirn 、 

# 的賴 V 、7 lfllW ’ . .. 、 M ! 心 •，之手性的 

…它的—的二 V :,二 H 
找们可 以闹％、矮 .Y 客项汽， 來所 觔确 e ,,tL M y 




IS \t 


卜 M _^ UI ••的 t 钃冊 


衛的. vHfH 
”， 繼 

■WUII V 驗 《w 炉睿霏 


iftft 


供咪“， -；5 吻婷” 《 崎的 赛 ㈣ 舍 (《_ 也 （： ’、 v_in ’ 
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:理 "7 表明： Hfl 结的# rn 、， 1 細 的多项編 ！ 

定理 IW u 卜个其有考 夫曼入 多項式广如 w 是八的料.心 ， K 
kt V Ml 可 通过在 P 中以 A 1 脊代 A 而得到 • 

证明 见炼习 12» 23* ! 

从定理 n . irm 如果-个纽结的考夫曼入-多项式 • 抑 U 1 替代 A 时改变 

舰结和它的镜摩不等价，因而此纽结是手性的 • ^ VXA 替代 A 时+改变的多项式.麯 
转对称的，这是糾式 U 性质. 定义如卜： 

定义 12.16 —个多項式 

<1_«>1，，+“一1八 〆 * +." + ‘ l A * _1 +“_4” 

称为旋转对称的，如果对于任一 •/ = 1 ，….都有 42 >^ a >' 

于是，如装一个多项式的系数朝前或朝后眘都一样，那么它是旋转对称的，显而易见， 

当且 a 当多项式 

aW ，+ “一八一 + …+1广 + aA n 

在以4替代 A 时不 改变， 那么它是旋转对称的 • 

于是. 我们就得到下述定理 12. 15的推论. 

推论 12.17 如果纽结 K 的考夂曼 X 多項式不是旋转对称的，那么 K 是手性的. 

推论 12. 17形成有关纽结手性及纽结状分子的一种简单的检 验法. 按照这种途径，就有 
可能使用来自拓扑学和纽结理论的基本理念，以区分分子之间的差别- 

合成用于化学的化合物，并对它们加以区分是合成化学的重要 方面. 确定所得到化含场的 
性质也很有意义.在 13.2 节中，我们将说明拓扑图如何用于协助人们来预测分子的性质的. 


12 4节练习 


12. 19 m 描述对在一个 n 分支环绕的环绕射影中的交叉加以改变，使得结果是一个具有 ”分支 

环绕射影 


*2.20 «»定在图12« 48中所出现的郎些纽结的不打结数 • 
11*21 证明： 在田 12. 忉中的每个纽结的不打结数至多为 2. 





12. 2 Z 


12. 23 


12 . U 


ffl 12.48 确定不打结败 ffl 12.49 证明每个纽结的不打结教牟多^ 

晰出与田12. 4 $中的纽结状分子有关的纽结 的窣阳 然后通过画出这两个纽结之间的 屯形 ， 

B 17 巾所出现的纽结与上述有关的纽结等价. ，的 ^ 

逐明定设 a 15:设 k g tA 有考夫曼 X 多项式 P , 如果 /T 是 K 的镜橡•那 么’成 J 
多砂 a . "[ mp 中以 a 特 代/\而得到. （提 示： g 先证明此结论对于换位多领 
明它对％ Aft X 多項 式成立 •> 

itf 闹田 U .17 中鬃 Ltfi 掎的最后一个纽结是 f 件的. 


第 15拿 


阌论与柘扑学 


在本 朽的引 论中我们就已指出，欧拉为哥尼斯堡七桥问题提出解决方案之时. 

拓扑学这一领域诞生的 日子.同样也 可认为，它是图论这-領域的起点.⑽•这两卜料= 
存在部分重迭，而此重迭又是这两个领域各自的子学科，因此称为拓扑图论是很恰当的. ' 

在 13.1 节，我们考虑图与它的某些性质.在 13.2 节.我们提出在化学中有关定置结柯 
关系性质方面的一个应用，其中分子的结构形态（例如，图的模型 >• 用于》劂分子的性质. 
在 13.3 节，我们给出与图的嵌人有关的重要问驪和 结论. 在最后 一节. 我们引进交又数和 ffl 
的厚度的槪念，还将讨论在电子线路 设汁中 的一个应用. 

13. 1 图 

本节将介绍与图有关的菜些基本性质和结论.随后 • 我们以图为工具来肜成适闱于解决 
哥尼斯堡七桥问题的一些溉念. 

ft 图论中，把一个图 G 抽象地定义为顶点的一个有限集 I . 以及作为顶点无序偶 . 
M 的有 限集^ . 仏的元索，称为 G 的边. 

人们认为，在拓扑图论中， 一个 图是由 两个有 限集所组成， 一个是披称为 G 的顶备 的镂含 
L 另—个是连接顶点的边的集每条边是这样得到的 •• 先在 R 中取一个有界闭 K ㈣ .冉 
把它的一个端点与顶点以.相粘合.而把另一 t 端点与顶点 I 祐合在一起， ' ,« 
图论中的抽 象图. 与拓扑图论中的拓扑图 ㈣ 显的对应关系在本章.我 iih ? 柳 n 
不加 区分. 都使用图这个术语 • 在需要关注它们的差别时，从上 F 文就 ㈣ £ ^的1= 自、 
设 G 是一个图，如果 ，是在 （； 中以 V . 心为 ® 点的一条边•那么 • r 1 _ 

为相互关联的.而称 e 为与顶点 t *. 与^邻接 去的 t 法表 

重要注记林章的许多地方，我^往口；； 一 = 的 m -已从 

灼建一个图.在此时 • 当我们从一个图刪去一条达时， 

我们明碑栺出的 味外， 在一 fffl 中的单点褰轻 ㈣ 

〜个围是一个紧致的豪斯多夫 空间.（见 练习 1 务为 揸此图的 t 篥致 7 橛 .这这 
=别地，每个顶点作为—个申点集是 _• _ 彳求 致;;_象山 

它是在 - t 连制数 （把_顶点粘# 

表斯多夫的 • 于得出.每条边是此阳屮^ 1 小点的完全围卜 
例 13 ] 完全田和究全二部分 ® 逯两裱 个⑽ , 3 儿> 

殊攻的田其中•时相异的頂点， 由以 的 -“梱 t ( ㈣ 







瑁 A 的 


Am 


ffi 13.1 


A 


完全图 K ,. K,，K •与 K 


A .'., 



图 13.2 完 全二® 分图 fC : ♦ K •与 jf : 


，个項在的堯 全 《可身 •崔手 H 選 H 这令问题是： 

次敏是多少？ 

秃全二隳分® 是一 1 '有州一 r 

s . 它可分異宥讲5与《个，卢的繁合 v - 

与 V •，使^ «/也故 A . 

(1 > 醫条这粑 v » _的一 个頂在 • 与 v •中的 

一个，点相连 • 

«2)每对 nr 点 rev * 与 t ，* ev \， 由单祛的一 
条边相遣， 

究全二《分困 ㈣ 子，己在 ® 1丄2中表 示土来 • 

BfCw 可为一 I 广泠人知的砵寿 * 三項公共 
龙龜问慝 iH 埤气 I 电问邂广矜 • 与對笔和纸打 
穸遵 的礁慝 蕙蠓.这爷问霣问：三个住宅是否瘦 
5三項 2*. 共设蓃 气.自喪卞和电气 > 相蓬 • 巧这些往宅初这些设施之冥々有线终？: 
这唣皂于问 • /C . 是 f t 微入丑面.在 13.3 节中，我们将进一步讨论这个问题. 

定义 13.1 设 G 是一个困.对于每个項点 v € G ， r 的度定义为与 v 关联的边教. 
与自身 相连. 边教以2计. 

我们可以认为， 一 个頂点 u 的度， 是 沿蕾与 t > 

关 联的* 些边而到达的不同路径的个数. 

例 13.2 在® 13.3 中，在迗两个图的每个頂 
貞处 • 我 ㈡ 对8[作了#记. 

ft 133在 n 个項点 的宪全 EK . 上，每个顶 

在完全二 蘗分图 fC 〜 上，有 m 个 图丨 3 .. 1 項点的度 

t 为"的璆卢.，它们杷 S 的边 • 与雯为 m 的”个頂点相连. 

对于图来说.等价性定义如下： 

定义 13. Z 图 G 与图 G 是同构或图等价的，如果存在相应馆点集合之间的一个 
/: V.，— V . ,使得对于任一石， w ^ v Cf 在 G 中连接 t » 与14,的边教，与在中连接广 T ’ 3 
( U ; 的边致相等.这样的丢牧 /• 称为图同构. 

已知一个图同构/，立即可看出，/导致一个同胚 /•• 它把图 G 映射 到图夕 
頃垚 a 射到/，’的谀点.与此相反的情况也成立.特别地，我们有以下的定理： 

定理 13.3 设图 G 与 f ;’ 分别具有項点集与匕如果存在把 V : a 射到％ 

/l； G <人 那么 G 与是同构的，而由/ 所定义 的函教 / U •: 

证明见编习 13.3. ■ 

祕我们故弃足理 U‘ 3 中的一个俄定 t }i |g C 
的 ma ㈣ 的難集.那么 • 未必能得出 G 
是间构的 结论. 例如.图〗 a.〗 中的两 个图是 
问旺的.㈣构. 




并 




爾括以 I 的定义，定埋和納子，对于 ffir ; 与 




mG Hcr ^' 

但不同构 




G . 我 n 有 w 神等价念. 

( 1)拓扑 等价： 图与 G ‘是阔1£的. 

⑶明 等价： 仙把图的頂点集叫郎 G .的先尽集的一个叫无 
{ E 的. 




G 与 G 是玛 


通常我 rm 關有平行边 ㈣ 
產的边但是我们对不出現上述情况的图也很豸 〆 邂： 与一、凟与自身《 

定义 13.4 —个 a 钵为是笱单的，如是它及有丰行 迻条覊 

在围〗3-5中，图 G ， 与 G 是琦单的，仏与仏颺不是 

S W A 14 

G 、 C , & ^ 


围 13- S 貧爾个15是幫攀的，后蔷 


定理 13.5 如果 G 是一个图，那么4在一个与 G 同 It 的5立荃 f , 

证明设 G 是一 个图. 按以下的步鬌果构啻一彳、新图吋于 G 甲的每蚤二， 

点 r 与 I ’.再添加两个相异的頂点 v * 与 并用3条相异？ J 新边 a . r 与，茨衮 Ke . 哮1| 
n 同 D 与 Vi 相连，* :同 li 与 V . 相连，面（同与：相吞 t *： : 

(?’， 与简单图 G 是同旺的. ■ 

I :% ' 

C c 

图】 3.6 添 i — 璺边和頂兵“梅臧—卜颺* $ 

定义 13.6 设 G 是一令图. t •与1，是 G 的讀点.的一个遞遵 • （一 H -』 
的文替手列 • 



G G f 


IV • V:〆 • 

1， 遠*•同 


••XVI •【•"！，】 

与 t - 帽连 


炎拜吟于佟一 i ;0, 1 « *，〜..， 

以下的 定义引进了在图论中 感兴趣的一巷 不同类 3 的通逋 * 

定义 13.7 设 G 是一+ 

0) 一个闭通道.是起点与终点为两一讀点的遢遣. 

<2) 一个没有重 JL 边的闭 通道 • 称泠一卜目路 

二 K … <第一=::二，、…… 

例 13 ,4在图 13.7 所示的图中，今：乂下朽庚舉.〜 


a 


KB 

































2 €€ ___ __—--- --- 

^卜个环 • 面与按卜4的瞩序的边相对应的通道是一个环 • 

定义 13.8 设 G 是一 个图. 

⑴如果 G 没有环 • _么我们“是„川，祕索 
(2 、如果 G 至少有-个环 • ㈣ 的围长，是在 G 的任意 

环中说耶么完全二部分图尺』围长为 4 . 

而如果 

以下的定理提供了确保一个图至少有一个环的条件： 



定理 13.9 如果 一个图 G 中的每个顶点的度至少为 2 .那么在 G 中存在一 个坏. 

证明 取 G 的一条边 f . 设 wo 和奶是与办关联的顶点.如果那么结论躭巳 g 
成立.由于那时 •‘ ， o ，功是一个环.否则，设 A 是与 A 关联且不等于 e P 的 -条边 .这 f 
不可能的，这是由于每 t 顶点的度至少为 2 .再设 R 等于通过 A 与切相连的 顶点. 如果 m 
1或1:=仇.那么正如以前一样，结论就已经成立.否则 • 就取一条与巧 关联且 不等于 q 的 


边 

我们继续上述过程.由于在 G 中只有有限个顶点，那么，在某个点就必定有一个没有 | 
I 边的通道 


, e 0 *vi >ej »••• . v^-i * t »_ ， 

这 t 通道直 到〜」没有重复顶点 • 而对于 0 与爪 一 1 之间的某个走成立 W = t 4. 于是 贫，〜…， 
， t < •是 G 中的一个环. ■ 

定义 13.10 设 G 是一 个图. G 中的一个欧拉通道，是访问 G 中每条边 剛好一次的通 
道. G 中一个欧拉 回路. 是 G 中一个封闭的欧拉通道.我们称 G 是欧拉图. 如果它包含一 
个欧拉回路. 

在图 13.8 中.左边的图，描绘出了一个欧拉通道（其边按照图示的数字为顺序)，右边 
的囝 • 描绘出了一个欧拉回路. 

在 0.2 节中曾介绍过的哥尼斯堡七桥问题是问，在相关的图 K 中.是否存在一个欧拉透 
道.此图是为哥尼斯堡的陆地区域（一些顶点）和桥（一些边）所建立的模型.（见图 13> > 



KH 3.8 欧拉通道与欧拉回路 



❖ 




- ffiu .9 用田 K 为哥尼斯堡七折问明達* 1 n 

欧 k 在解决哥尼斯堡七桥问题时，在本质七，为—个具.有欧拉通道戍欧拉回抄 
认 i 必要 和免分 条件，并证町必要性 ，不过 • 当然没有使用尚待汗发的@ 论的 1 
明以 7的 練舰 拉所_關 论 ㈣ 的 结论： 


__^ 

定理 13. 11设 G 是一个连通的图. 

⑴ 在 G 中存在一个欧拉 回路. 当且仗当 G 的所有1点的度为 

(2> 在 G 中存在一个不是欧拉回路的欧拉過違，塞直仅_(~淨好玄 * 人“ 

这徉的通道，必定开始于度教为奇的-个項点，而终止于变教为奇& H 数为奇的狄 
我们来证明定理 13. n ⑴ ㈣ 的必要性. 也 ㈣㈣ 

郎么 • （；m 卿 4 •麵.歸__—组峨 ㈣ m 的& 


,e, ,e,_ lrtv - ^ 

是 G 中的一个欧拉回路.我们来证明 G 的所有頂点的度为餌数. 

设 v 是在此回路中 异于％ 的一个 顶点. v 每次访间此 回路. 它 訧 到达与它关联 的—条 边. 
并离开另一 条边. 每种这样的到达与离开，都为 t < 的 度賦予 1. 因而每次对：的 访间訧匣匕的 
度增加 2. 由于在一个 回路. 每条边恰好被访问一次， v 的 度是在 此回路 访间：的次教的两 
倍.因此 v 的度是偶数 • 

对于顶点 v 。， 同样的论证 蕴涵： 度是1 (对于边^ ，、加 1 (对于边*. >再加上 GN : t 
数的 两倍. 其中他位于此回路的起点与终点之间. 于是 I ' 的度也是興数. ■ 

定理 13. 11为我们提供了哥尼斯堡七桥问鼉的 一 t 解.由于哥它斯堡 S K 有蜇牧为奇的 
4个顶点，于1可得出，在 K 中，既没有欧拉回路.又没有欧拉通道. 因此. l %1 
每座桥梁恰好一次的遨游全城的漫 游路线 • 是不可能存在的. 


3. 1节练习 


31设 G 是一 个图. 证明 G 是紧致 的.且是豪斯多夫空间 



确定在图 /( •与 1^., 中有多少条边.请验证你的论蹰 

证明定理 13.3: 设图 r ; 与<;分别具有5存笔1 ~ I • to 梁存在双術费 v .•的 "■卜 g 
G \ 那么 G 与同构的，而由/ i r tW = Au ,， 所定 i 的〜： I ， v '. 是田同取 


证明： 如果 gi — 卩围. 那么 g 的每个分置也是一个围 
n 取何 值时图 h •.是欧拉图，猃证你的答案 
(2> m 与”取何值时田 K _ ，.是欧拉图： 豬进体 的麥案 
设 G 是一个图.证明： G 有度教为奇的鴒教卜頂点. 

画出所有具有8条或不超过8条边的无环田 
设 G 是 一 个具有 V 个顶点和£•条过的无歼述明 
⑴ 证明： 40果从哥尼斯堡的七座桥《中除去任 n 導么’ 


掬出 馨些边 t 同 R •的 • 

H 存 f ^ w 


好一次并邀游全域 的漫游 路残. .么.臆存614鬌®， 

(2) 证明 ： to 果 M 尼 ㈣ 任间_關卜_区域 = ㈣ ’ 

堡每 ㈣ 梁恰好—次并抑全域的潘游醅找 位置移 d . 

(3 ) 证明，你可以在哥尼斯电 t 桥中任逸-療 ， n 雪样* 游全醎 的漘*期竦 1 

存在走过 ㈣ 斯堡每•桥 ㈣ 好次 • ⑽拉**!.戍 

d»i ... …一 如 Mil <L 鷂定 • 蠡 


T 1X1 





















挪 _ _——-—— sjU , 



囝 13. 10在 ]： 述每 t 图中存在一个欧拉通湛或…个欧拉间路吗 


补充 练习： 欧拉回路的存在性 

通过 ar 这些缘习，我们來证明逭涵于定理 13 . n ( n 的充分性.也就是说，我们要证明，如果 
M 通田 .（； 的所有頂点的度为偶数.那么，在 g 中存在一个欧拉回路 • 在证明时，通过对 G 中的边败用歡 
学归纳法来进行. 

SE13.11 在 G 有一条边的情况，证明上述定理 • 

然 后假定6有《条边，对于边数在1和1之间的图来说，结论成立*我们来证明，在 G 中存在 J 
欧拉® 路. 由定理 13.9 可得， 在 G 中存在一个环 

% • 的 I • 的 ，, ••• ， V 广 、， ^|—I 1tAj • 

在此环中的每一条边恰好被访问一次.但是此环不需要访问此图的每-条边，设 r 是在此环中边的麋合, 
并设 V ••是 在此环中仅与£•中的边关联的顶点的集合.再设 （ T 等于从 G 中通过删去 £'• 中的所有边，以及 
V ’中的所有頂点而得到的图. 

SE13.I2 证明： 在 G ‘中的每个顶点的度为偶数. 

G ’ 未必是连通的.但是它的每个分置是连通的.设 C 是（/的一个分徵.于是可得 . C 是 一个图 （见 W 
13.4) 且是连通的.此外，（：的边数在1与— 1之间 • 而 C 中的每个顶点的度为 偶数. 因此，由数学归邮 
可得 • （：有_个欧拉回路. 

SE13.13 证明在 G 中一个欧拉回路的存在性. 

于是，由数学归纳法可得出 • 如果在一个图 G 中的每个顶点的度为偶数.那么， G 有一个欧拉回路. 


132化学图论 

在化学中广泛使用图论模型.特别是，在一个分子中的原子，用一个图的顶点宋^^ 
而键则用边来 表示. 人们的基本目标是，要确定一个分子的性质，可以通过它的图论探祁 
性质来推断.本节我们提出一个特别的例子，其中一类称为烷烃的碳氢化合物的撚点’ 
通过这些分子的图论模型来确定 • 

4=^中，—个推述符，是从分子结_定最方_于确定分子性顧一 
:、 l 符. 产生所谓的定1结构性质关系 （ qsPR ). 成百个 QSPR 描述符，已 J 
二分折，它们已被分成 5 个公认的范畴 •• 结构的、拓扑的、 — L 其中的 
某些拓扑描 述符， 源于分子的图论模型的-些性质.在此 • 我们 

, ' P ，纳指数.⑽年威纳首先提议把它用于化学頻之后被命名的.我 
介绍的〒个应用， ㈣ 于论文 [ Rou] . 

定义 13.12 设 G 是一个连通阁 


♦ W 化学家. 


一 '译骞 ft 


围 】 3 . 12 祕甲说 ，乙 煩和醜 ® 神 5 个破 原子 的麟 . 

_个碳原子臟.我们 ！ m 輕 5丘!1^^摩 

—— - U/U 


HC-C C - C-CH 

H H II H H 


II 


HC-C CH 

H ' ** 

MC » 

H 

，， III 塞 ㈨ 烷 


在图13.1】中所表示的图 C 与 D 是拓扑等价的•但是 • 它们的威纳指数却不相等于是 
在拓扑等价 威纳指数4、能保持不变，然而，正如以下的定理所指出的 ♦ 在图同构的情况 
下.威纳指数保持 不变： 

定理 13. 13 如果连通图 0与以 是同构的，那么 VT ( G >= W ( G ，>. 

证明见练习 13. 15. . 

我们对一类称为烯烃的分子应用威纳指数.存在直链或交链的碳氣化合物.其中*原 f 
之间的每个键，是一个单独的共价键（直链或支链的含义，随后将显而 易见」 

最简单的是甲烷、乙烷和丙烷.这些烯烃全都是直链的璇 I 化合物.每一种都己在图 
13. 12中表示 出来. 

在一个烯烃中，每个碳原子产生一个总数为4的.与其余氛和昧原子相连 的键. 存在一 
个与一些碳原子以键相连的骨架，每个碳原子的其余键.被一些氩原子接纳. 

从一个特定的烯烃表达式，我们61以构成一些表达式. 通过 在厣表达式中-卜碳原子和 
个氢原子之间，插人一个新的附带两个氢原子的碳 原子. 使得它们有附加的碳 原子. 这” 
表达式的-种运算，而不是一种化学过程，于是从丙垸的表达式.我们就并以沟成两沖⑽ 1 r 
碳原子的佛炫：丁焼和二甲基醜. （见图 13. U .) 二 甲基醜 分子是觅简”战聯 


__ 

(1) 蚱于 G •中的顶点 v 与我们定义 

中边 教的最 小值. 


与 〆 之 间的距 离为在 
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G 中从到1»’的一个遍遒 


(2> G 的威纳指数记为 WU ;>, 它是 G 中每 相点 之间 
例 13. 5在图13•丨丨中表示出了 4个图及其城蚋松故 




叱= 13 


W ( B)=.21 
图 13.11 




•些图的酸纳指败 


^ 01 


H H H H H 

HC CH HC C CH 

H H H M H 

乙烷 内烷 
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=C-CH= S 

- H 屮 
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h-ch 

i H c- H-ia 

HC-HiEi 
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我们用图来为烯烃 達模. 使得每个碳原子时应于一个顶点，而每个碳原子 之间的 
于一 条边. 于是 •带 键碳 原子的骨架就确定了此阁.我们忽略了氢嗆 f 和氧哄 '1^' % 
子的配置为已知时， 它们 是隐藏着 的. 包含 2〜5个碳原子的烯烃的图论鸬唧如田 y 味 | 


乙烷 


r 烷 


甲訂说 


甲基丙统 


2,2二屮基两说 


图 13. 15 2〜5 t 硪咍 f 的烯烃的图论洧型 


对已知的烯烃的明 • 通过适当添加顶点和边，就可以为具有6 t •或6个以 | 媒原 
烃 构建图 论模型 r . 在图 13.16 中•我们表 示出了 6碳和7碳 烯焯的 图论榷咽. 



^T~ 

二中填戊烷 

i … 

~ r ^ 

三咿 基戊说 

1 


庄》 嫌 

:!,3 邓藜 I 烷 

2.2 二平基 r 嫌 

1 

丁 T • 

I ' 

寸 


:甲基6嫌 


:中准 ti 烷 


2.2 Ip 轔戊婉 


3 . 3 屮赛戍烷 2 J I ”罄戊嫌2,4屮雉戊说 


. 11 1 -‘ ' 


. ^ 13.16 线軻6个成7个碱咿 f 的烯焯的 IH 论横* W 
17的农屮，_咖，包； V 2〜 7 个麵子的,驟 • 并 ㈣ •种⑽列出以 

’嶋' ㈣ 此'/>了，论如的_賴. 

a §£, 一 、~ rr ：-- ■"- — ■■ _ 
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•鏢烃的燃办 和臧 呐指截 
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III* K 
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破纳掬* 


燃点 * m 纳指数的关系，可以用-条增长曲 it 来很好地 a 近 , mwJiB u " 对此議 
合. 我们发现，顚 （ B > 与成纳揹觳 （ w > 败撕 的关系长通近._卜|” 
辛说是與有8个撕賬子的庚链烯 炷. 在阳形 ㈣ 中，它的 ㈣㈣ _ ，勿瞻 ㈣ 
f 式，我们所得 S 辛烷燃点的一 t 近似值为对 7 K , 这与 Bfc 義 lAtfl mK 韻迟 


ID U. 19 ； !| 卜 事 /i W 象扣分教 W 

然•“ 的叫 L ： w "_ n ❹沘 ^ l ^■ , • 

fi ，! 1 r. <i ftn m ^ !*,<j fi ；,ji fii fj，ss im . ci ^ i\ ^ ^ ^ ^ r .': j ' "； ( ' (lt ;(l rr f „ 

__r f1 l .•分子的相 ffu 、 叫 Y " Mt • ； ,( ；' 

… j _ mh ! n ii 扎 H 勘 •麗决 _ U 以的 ^ 1 _ nl 

1 州 H 屮的 iifffi I u 描 « 的仿 患. 助丨 _ 
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的定蟥件质 • 与此分子本身的物理忭质相（的关系 H 纪 
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13. 16 
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• 论 tf W ( G ) 
I 2* 3, 
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13.17 


m ___ —--- — - -^ u 

山_定：«余 ㈣ 
⑴2明定 anm 如 

m 讪明足斕 a u 的逆必明 m 141^/it® l, ^ 1 
⑴ «I 4 !I« sc k r^ilAWlf^tl. tftHH 的 wA 供镰教 
[U 21. L2. 3J •… •«]• 

l2) ㈣ 办和_^之叫的关系 ，7 '•的阳形 攻"; 山 U , 'HKims 

(3( 1： 烷 P 个鑛咿 f •的_姣，川你期 A ( 2> 中的 X 系式宋近似 rtt 的燃 /»■ 轉体的 Ml ，讀 
_値 124 K 相比较. 

(4, 癸说个磺吩 f 的雠炫.州你霹0 屮的关 系式米 近似®炔的躺々•轉你_坊章1 
_值 147 K M 比较. 

在 IHI 3.20 的在中，找们列出/所科包含好 个碾陬 ^的烯妗 • 以及 C 们的燃 " 和扣 Q 的殲 • 
这苎教* 雎加 利包含2 7个碴厣沪的烯 炫中， W 使州 教银分 析软”力《打2 t ?J 
异出溻近儀点与臧钠指教关系的乘幕式《 ^ 


名 w 

WI 

HP K 

名柠 

WI 

m . k 

£ 攀親 

»4 

3 W 

3.) .屮萋 ii 烷 

67 

3»5 j 

屮蓁》烷 

79 

391 

乙 AtLitt 

72 

1 V 2 H 

V 4 MWS 

71» 

m 

2 X 3.: «P 场戊烷 

63 

^ ] 

四中蓁癸« 

75 

m 

2,3.4 摹戊 ft 

65 

m 

up 萋 eft 

71 

m 

:乙从中笔戊嫌 

67 

谢！ 

r 2 J 

70 

3*9 

|^4屮蘑戊烷 

66 

372 , 

24— 中蓐己位 

71 

)82 

12 JJ 」 屮蓽戊烷 

62 

wT 

❼二料匕烷 

— I 4 - 

382 

:乙華-二平 笔戊嫌 

64 

y *\ , 

3*1 二甲赛 d 烷 

fiH 

391 1 

- - 


■ ■: .1 


fflU .20 8个#燁烃的燃 点与成 纳指数 

13 3图的嵌入 

/关图的嵌人的间赵和结沦，住拓扑闬论中起粉重要的作用.本节•我们介绍这疼3 琴 
/ u 、 例子，其中包括库拉托夫斯纂定理’这个定理提供广一个田嵌人平面的必麥和紀分条 15 
苕完， 坎彳 II 有以 F 的沄理，它指出 : f 管—个阉有多少顶占和多少边•在 K 中存在 S 蛘 
空网以构建此明的拷贝： 

定理 13. 14 每个曲0灕可奢八狄 

n 枋心二乂，- 1 •… •定义/(从)=(0, 0, 

A 集 式 • W 集摄 ㈣ 地秩成 k 中：油 1:的-个 

合』::輸二 楚：： —个⑽平咖合.每个集 

地映成从川， 

r . a u 巾^的 m 】. r 按照这 样来定围！ 口 I 


我们以 j 



77% 


^ *#f IM ■» /. 


劇飧鳟拓扑’ 

桿 t 嶔 A 叫‘， hmrjfi . 以卜的 51 •义兮妗；^的 _ 赛 •■ 

定义 U . I 5 -个围^为叫平騰的 . M . e 敦“ 

办 u . I 於屮 • 找们介 u 水 m / } 4 ^ ^ ., y 《♦蠢的 

•的. WIJMW ； 鞾镛* • * 么， C _ r^Z M ； U * •十 

h / c , w 以破眹人利畑个这罇的闬卜. -•鑛 r ;. 


>j 一力凼 • 拽 (H 从明 m 2 »j 以 # 出， 所 m 
二籙分 |H K,„^ f 的 . 

外考虑:; C 令 ffl . i » f •找 们蚵以 如明析 >».• 

1 CK •嵌人 fifth . <» 楚，如 ffttl 対 K fl 念 J 4 •鞮 
擎致我 m 作出 k , 足不 ifc 的 猜瘺- _ id 肇 iTJia 
羚悄况•艨么氟叫彿出，气/! 〆 ： 时 • fiU !- 个 K •毹 R ' - Svtn * . , . 

对 f « 的 • 出 f K . 吋以被嵌 A 綱这 典明中鴒个 _b t-rfgr ' 

f 是#来•如果把 K ' ,• K 以及任-钽含 H / c 的 S 痄为 + fV 麵 C 么 v 
面的，拓衫囲论的 UF 離赛结论撸； t , 这疼* 

定9 IJ . 16|痺拉托夫斷基定瑁/ 一/曳是孓♦由 K # Ai « ^ 



艾网. J ■及有与 / C k 同駐的子空网 • 

K . 降拉托 A 斯莩 rj 8 V 6 - 19 W ； 是坊鼸 纪扨鵰 

&发 《 坧仆学这一妙域作出 以霞要贞 蹶的瘦兰字 4 T 
fc / nwo 年的 js^jsc * 拓扑学中的左_线《廳* 

明厂 j -述（后 来）以他的名字•名 的定瘿 • 

以米.此定壜许多岈供簪代样簡化的明篡 * - - 4 ^ 4 ^ # 

e 发表 . f 例如.楚 [ TKo ] 和 ：\ Uk ,.) 

以 F 我11来沾明库拉托夫術萋定瑁的一 t . 歸爹碉《=最 」 h 4 h 
时子交网.》么， * e 是不科顧的.我 m : 冉法明摩 ㈣ 
楚不巧平面的.，么无设八 ^ia m^\^z 
的令 《：_ 符，齪榑便我们 i 5* f 稃文运 . 

如攀 G 是此乎 fit 的-个 * 人 》• 羃么* G 婀籌 
作多分支 m 成. 我 it ) 秣这其分克为政鱖人圈的 
1 氅闬 B .24. > 此外，由于 G 鳋鬵致的 • 它龜就 
麵的-个有界子篥 a ® 铪 if 存在 gk )*^ 个无屏 

r 今壜用 13. 2 ♦和 nna «25 中 的坷爭 _ M . 蟾聚我 
h f ”. « 相顯 i 卜 fr . 并设它 n 的 r « 分 f w _ 

祀么•存 M J ? 殉湃 艾系式 

















































它 与在针这样的例子中 ^十厂是 2 的结论并非 巧合. 这个关系式，鱿是对 于 ㈣ : 
立的欧拉公式的一个结论，即我们在定理】 3 . 18 中所建立的结论. T 两曲蛾 

我们对欧拉公式的证明，以以 T 的定理为根据，它是建立在若尔当曲线定理 （ 

和定理 U . io 之上的.在平面上关于图的一个一般的分离和非分离定理. 

虽然此定理在直觉上是显然的， 但与若尔当曲线定理-样，证 明并不是轻而易举的 
们在这里就不提供证 明了. 

定理的结构如下：设 G 是平面上的一个图.我们将为 G 添加一条边以得到此平面上於 
一个新图 f 广我们 假定* •的顶点位于 G 中，而另一 方面. e 与 G 不相交.于是得出^的^ 
v 对于夕来说 > 位于 G 的一个面/中*我们感兴趣的，是如何把 e 添加到图 G ， 让面/塞庚° 

定理 13.17 已知 （7, 6 /和 以. 

(1) 如 He 的顶点位于 G 的一些分离分支之上 • 那么，是中的一个面 
于疒的边界上. 

(2) 如策* •的顶 点位于 G 的一些分离分1之上，那么， f - t 由的两个面/和/纽成, 
而 f 同时位于/和/的边界上. 

于是在定理1 3 .17中的第一种情况，新边 e 不分离 G 的面，但在第二种情况，则分鼽 
的面.请注意，在第二种情况下.这些顶点重合是不可能的.我们用图 13.26 来说明定择 
U . 17的两种情况，而且把这些边画成曲线而不是直线段，以强调以下的事实，即这 t 结论与 
平面上图的一般嵌人 有关. 而不仅是与它的象是由一些线段所组成的那些嵌人有关. 



營 C 

图13,26在第一种情况，新边^与/不分 
但 在第二种情况 T 则与/分典 

式=2^平_来说，关系式 V — E + F =2 成立.而以下要证明的可平 面图的 ^ 
存在 =^ 个分*的-个― 

时，欧拉 U 此^我们就有•因此，狂 

条边 平闻 ㈣ 卜 1 条边的图 g 成立.设 r; f 是位于此^^ 
暇定 V 相应的 顶点. 面和分爾的个数分別为& 我 ㈣㈣ 押 


麻论 4杯扑学 _ 

. ——^^ - - 

^是无环的或有环的. 

皆先假定广是无环的 • 的至少包含-条边的分“ “ 

由定理 13.9 4得》 H 有一个度为1的顶点取这 样〜个 jgi 占 W 是—个无环围 .因而 

G ，中删去6得到一个阉&顶点 V 是 G 的—个单点分贝•并设 e 是与它关联的边.在 
計顶点和卜1条边. 姆 我们收回6由 r ; 得到 G .， 那/^仏多 '■个 分貴.此外 4- 
数 ft ]： 相同.因此 . G 有 F 个面.对 G 应用 _法 的假设 HH 1, 賴 . G 与在面的 
+ 1. 于是在这种情况，就有所想要的结果 V — £+ f 二 c +丨 侍約 V _ (£： _ U ， F= (OU 
再假定^有一个环.设 p 是 CT 中一个环的—条边 u r '^ m . 
f -个 环中. 从 C 中删去 e . 并不改变翊_料.于= 

中.此外， c ； 有” 顶点和 e - !条边.如果我们收回边，，由^；得分 11 
女而的教 M 卜 企1 m . u , ^ ^ r - …— J — •定理 U , 17 

冉对 G 应用 打纳法的 假设.就得到 
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♦ 
h^f=U/=» 

[~h (^> 


r=«J=iLF=ii 


»=<ur^=5 


蕴涵. 在面的 数量上 比 C ; 多 i . 因此 • G 有 f 1 — l 个面 
V -( E -1) + F —1 = ( CH -1), 因此7—£: + F = C +1 

在以上两种 情况.我 们都得到卜 £+ F = C + L 因而， 在假定欧拉公式对奸此平面且 
有 H 条边的图成立时，此公式对位于此平面且有 F 条边的图也成立...此定 
理得以证明. 

对于可平面阉的欧拉公式的一个令人满 
意的结论，是对于多面体的欧拉公式.如果 
我们按图 13.27 所示，认为一个多面体的面、 

棱和顶点的个数分别为 F , E 和耶么，就 
得到 V — E + F =2. 我们就能发现.通过从此 
多面体的一个面删去一个点，然后把所得到 
的空间 同胚地映射到鮮面 . 計结论为 ff _= 3 _ 

=成立了.此多面体的顶点和棱，映射到此 
f 面上的—个 连通图 • 而此多面体的面，映 ffl 13.27 关系式 

財到 此连通 图的一些面.因此 • 由定理 13.〗8, 就得到 V - E + F =2. 

随后， 以下的引理用来推导一个有用的界 （定理 丨 3 .?1>* 用以估 计可平面图的边数. 

引理 13.19 设 G 是在平面上的一个图. 

(1) 如果 e * 是 (7 中不位于一个环_的一条边，邪么 • ，位于 C ； 的一个本找面的边界. 

(2) 如果是 G 中位于一个环中的一条边，那么， 

证明 见练习 U , 22. 

引理 13.20 设 G 是平面上的一个困.如采（；的由多于一个 
巴含- 个坏. 

坏 ， 13.20 并不賴每倾的边界是 -- 个环，但是， 恰”二样 
. ^ 13.24. 我们就会发观一些例子，其中一 ，面 的边界卜 存 ㈣ 卜外， 

H ， 存在-蝴，餅鐵_ 劃;^ ^ &二 ;_嘗_” 

明假定 G 的而多于 一个， 并设/是 G 的个面设 


1咪仨14，=7 

=」时多面体成立 


位于 G 的两卜面的遠界- 

坏 么， G 的每个面的边界 

待別地. 6：曲 
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的顶点和边所组成的图.我们断言，在 H 中存在一个环•因 而. 心中存在由位于 7 _ 
_此边所组成的一个环 • 

首先.我_意到 • / 是《的一个曲•而 H _ 多于 一个. 设 P 是从/中的 〜个 , 
H 另-个面的-个点的一条路径.如裝 0 是 CI (/> 中的在 广上的 最后—个点，8|1么 0{ = 
的-条边，上， 0 位于/的边界上，《位于 H 至少另—个面的边界 L 于是可得出，^ 
的多于 一 M 的边界上，因而引理19组涵， e 位于 H 中的一个环中♦因此，只 包^ 
环， 这正是我们所要证明的结论 • , 

以下的定理为我们提供了关于一个可平面图的边数的界 ， 它 表示了此图的 顶点数 与它！ 
长的关系.我们回 想起围 长是图中任何环的边数的最小值. 

定理 13.21 设 G 是一个可平面图，具有 V 个顶点、 E " 条边并至少有一个环.如粟的 
围 长为心 且於>3，那么 

g -2 

证明由于 G 是可平面的，它可以被嵌人此平面上.我们可以假定， G 本身位于此惋 
上. （由 引理〗 3.20.) 与 G 相应的每个面在它的边界上有一个环，而每个环至少由^条边 | 
成，因此，我们可以认为，至少向 G 提供 g 条边.但是，由于在这 gF 条边中，每-条边8 
位于一个环中 • 引理 13.19 蕴涵. 这样的每一条边来自不同的面.所以，在 G 中的边数至> 

为¥.因此因而 

在欧拉公式中代入我们就得到 

2< C +1 = V -£ + F < V - i ?+ 廷. 


于是 


由于由此可得 


十 V-2, 


尺 £ — 2£< g(V - 2) 

- 


推论 13.22 图 K " 与 K 5 是不可平面的 

门有 V = fi ， ㈣ 和 d 如果我们能把 U 入此平面 L 
阁的 …我们就有 E ( 2 V _ 4 但是，尺和7不满足此不等式，因此 . Kd 是 

» E =1 MU =3 . 由 H 和 V 不满足不等式 ? 

㈣ 托夫斯赛定理的—半 • 队‘与 u 不可乎 曲的 • _ 
㈣ | ® 中的任何-个为子空间，那么， ㈣ 样是不耐平面的. 


^ 一一 一 --- 


例 i 3 .6 吩拉里图《 “与仏.，如图^ 

对于 兑来， W 答是肯定的. MU . 29 中 ，•我可平面的吗" 

心的边 之中的3条边 重廳贸 • 就表示出了 ，在平 13 . 28 中所示的描绘 

行 I 说来，冋答却是否定的.在围 13 .則， 

由库拉托夫斯基定埋可得出是不可 平面的 化丨 11 诵述厂九 , 在 的—个嵌人 




田 13 . 28 哈拉里图 H ,， 与 



图仪妁 R .. 在乎面上 
的'售人 



13. 3节嫁习 

13.18 n > 举 例说明 / C ,.， 与 K s 可嵌人 一 十« 比乌斯带之 t . 

(2) 举例说明 fC i >3 与 fC „ 可嵌人一个环面. 

IJ .19 设 G 是一个无环图.证明 G 是可平面的. 

13.20 利用定理 13. 14和推论 13. 22. 证明 与 R 、 不§同狂的. 

13,21 尽管仏 .是—个具有 e 个顶点 和!） 条边 • at 不可 f 面的用单 B . ( h 却存在另—毪有“彳 9 令和， 
条边的可平面的简单阳.请找出其 中—个 I 与 a 不同 并辁》£它瞒足定理 h . J 中的 f 零式 
13.22 证明引理 13. 19:设 G 是平面上的一个图， 

(1> 如果* •是 G 中不位于一个环中的一条边.那么 • •位于 { ，的 一 I * 单《面的边界. 

(2> 如果 t ，是 G 中位于一个环中的—尜边 • 耶么 • f 位丨 H ； 的两.卜面的边界. 

13 23 用定理 13.21 来证明，玍图 13.31 中所示的希伍 aiSH 是不可 f 面的 

(2) 由于疳 fli 德图是不 SJ 平•面的，库拉托夫斯 fti 理蕩涵 • 它必定既包含与~冏狂的间 


也包含与 / C ., 间胚的 T - 空间.在希伍麻 IS 的示出这一75间的单纽- 



m is . Ji 希伍雄图 h 与睐兩 备图尸 

( h 用记理 13.21 证明 t 在困13,31中所示的《得⑽厂是卞可’®的 

⑵由 m 賴不能 . «托 賴萋 "料. 

间，也包含与 / c ‘ 卜银的子 空间. 在彼得賴的水 《® h . ―这" 1 ^ u 如罐有 

的步 ㈣ 卜图〜在-个…的，象併盘中 的甩卜 = 二 以把 3 針 ㈣ 

嘀士从与—个顶点相位的正方形，#动到与另 > 

_ _ ___ 貞 ㈣ :’ n 水⑼ 48 r 
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13 4 交叉数与厚度 

我们饔介绍交叉数与序度•这是对一个未能成为可平面图的图进行研究时 t 用 a 
种度供.它们是拓扑图论的 主题. 而且正如我们在-个例子中所见到的，它们在电 
it 时是1关 t 要的. 

在本 质上. 一个图的交叉数，是在平面上画出此图时所需要的交叉个数的最小 值 v . 
明确 这一点 • 我们需要清楚地厂解“图样”与“交叉 •• 究竞意味着 什么. 

萏先. t 图 G 的图样是 一个连 续函数 G *" R 当然 图样这 个概念是过于 宽泛了 
由于它允许包含在此平面上这个图的一些很不受欢迎的象. 我们要这 些象的交叉尽 鼇少， 爾 
又尽可能地刻画出这个图.于是我 H 作以下进一步的限制： 

定义 13.23 —个图的图样/: G — R 称为一个 规范的图样， 如果它满足以下条件： 

(1) 彺/的象中，不存在与此图的多于两个点相对应 的点. 

( 2 ) 在/的象中，仅有有限多个点与此图的两个点相 对应. 这些点称为此图 样的交叉点. 

(3) 此图样中，不存在与此图一个顶点相对应的交 叉点. 

定理 13.24 每个图 都 有一个规范的图样. 

证明假定我们有一个图 G . 正如在定理 13. 14的证明中一样，我们可以把 G 嵌入 R . 
使得 G 的顶点映射到^轴上的点，而 G 的边映射到在从 2 轴出发的半平面上的一些半困周 
如果我们把嵌人丨与映成 R 。 中平面 P 的一个射影相 复合， 那么就有 G 的一个图样 • 但未必 
是一个规范的图样.然而，如果我们选取 P , 使得 它与； :轴平行，且不与任何包含 G 的边的 
象的半平面相垂直，那么，所得到的图样至少满足一个规范图样所要求的条件 <2) 与⑶ • 
于是，如果在所得到的图样中，存在一些点与此图中多于两个点相对应，我们就可以 对相® 
的半圆周稍作变形，使得一个规范图样所要求的条件（〗> 也同样满足. ■ 

由于所有的图都有规范的图样，因此我们有以下的定义： 

定义 13.25 已知一个图 G , G 的交叉 数是在 G 的任一规范的图样中，交叉点个教的 t 
值，记为 v ( G ). 


以下的定理描述了两个与交叉数有关的重要 事实： 

定理 13.26 (1) 交又 数是图 的一个 拓扑不变量，即如果 G , 与 G : 是同胚的’薄 

) = t /( G ^). 

' 2, 一个图可以嵌入平面上，当且仅当交又数是 0. 

证明定理^第二部分立即可得到.以下考虑第-部分.假设我们有-个规范的 
r ；^ R ；我们断言，存在一个同胚 h G 2 - G m 使得由4=义。 A 所定义的函数乂 ^’样: 
=规 ㈣ 醜•于是.对于的任-规范的图样义，存在相应的 G 2 的-个规范1 
㈣ 土与4有同 - 个象. 于是得出， Gi 与 G ? M 交叉数 相等. 

J 1 允吡证明，我们需要确 认间胚 A : G? _* G , 的存在性 已知一个同胚/ 〆 ： r: 




A furf _ 


| H^ r 


_使^•产生一个随 的卿 ㈣ ——^ 
中与 图样^ 的交叉点相对应的那苎点.在这一情况 sr 或多卜变为 ： 昀谬孕浃或 

使得 a . 中所有的度为2的顶点，中不与交叉点相=11增 作郎. 麯网心 . 

例 U .7 正如 ㈣ 在上一节中所看_的•麵 K K 寒社（«习凡26., • 

^ 13.26. 每卜困的交叉數不为 0. 在20 13.32 中，的表^出：豕是不可本认3絶以 
斧在每 ft 清况， R 存在一个交又.于是•这盩 S 中 每一 mm 租往. 
例认8考，$ 

« 在围 ㈣ 中，困、的规范的*样有-个交又. 

鉋为1码？ 八氰王，！ I 泛变 叉敬 



◎ 





ra 13. 32 ra K ， K , •，与 He 的交 z 教都为 i 

我们用反证法来证明的交又教 Tt 为〗. 茛设我 n 有 fc .. 芒口,寅一、 t 又5導 t *：® 
样. 于是 • 如果我们刪去导致此交又的一条边 • 哿4角的图敦是可工*的了 * 由干抆•、身去 
了唯一的交 叉）. 然而，如果从 K , 劂去任一条边 • 结 ir ? 嫜是一： - \異守朽 s . s 
而带一 条劂去 边的图 K .:,, 是不可早面的. 这敦 导致予 f . 于是潯土卞 f 在 K 一、交 

又的規范的图洋.因此，的文叉教为 2. 

为完全二部图 / Cp 确定交叉数的 问题. 称为图兰砖厂问题，以对图论繳出重大赉 蹴的® 
兰 （1910—1976) 的名字命名.图兰遇到这 t •问题是在年.当时他正在匈千利布达飙斯 
附近一个战时劳工营中的砖厂工作在 [ Tur ] 即论杂志,的创刊号上一® — 攻®的注 
中. 他描述 r 导致他对交叉数问 e 进行研究的状况: 

那里有几座砖客， 还有; L 个 It 敵的於 碎场，叶有的蜂客通过 ㈣ 与: 

这些传由小轮货车运往 於砖场 我们必«从事的全部工作. {把碎知以 
再把货车推到 於 砖场，并在那里把它 WF 表. 4 资本我们有=:—,’碎会掉落 
务本身也并不艰难，但唯一使人困扰的是 交又. 迓本 4 聿在 t 阶值的 、其 
下表.闻言之，这会引起不少麻煩并浪费时间.这对我们 

5 由在此不作讨 论). 我们全都为这种状况拉心， 4 感到緣:.“就牙以成少 
是否悉意，我所想到的是，如果铁道交叉教实现最小化现貧的状况是可 
刘 最小. 但是怎样才能使交又教实现最小化呢 ， 几大后屬—.續钭 • 看表是氓蟓求出 
以待列改善的.但具有…个岭厂、"个 ㈣ 场的一教 
:，而为了防止我的家旋被鼓天起见，成认文”二“过研究.喊. 

出、=从围兰提出这个问题以来，里然曾有许多枚学家 ’ tLL 
' 〜較公式的 问题. 仍然未能得到解决. 
















_ __ ——— 

而一个 交叉数至少为 1 的图 • 不能嵌人平面七.以下的定理指出，它可 嵌人逋 
坏面的连通和而得到的一个曲面上，（见丄 4 ^^ 11 卞 

定理 13.27 如果围“的交又教 为”， 那么 G 可嵌入”个环面的连通 和上. 

证明对具有交叉数的图 C ; 取一个规范的图样.叫球极射影的逆，我们鱿可以护 
規范的图样 • 从平面映射成球面.在此球面所得到象的每个交叉的邻域中放黄〜个把柄^ 
图 13-34 所示 h 相5交叉的两根线之一，通向此把枘，而呙—根交叉线则穿过此曲曲中 | 
洞.此曲面是由附加的把柄得到的.按照这种方式，一些交义被删去，结果是 （ ；的在具 I 
爹把柄的球面上的一个嵌人，即与《个环面的连通和同胚的一个曲面. . 

一个图未能成为可平面图的另—种度竜 • 

是厚度.定义如下： 

定义 13.28 —个图 G 的厚度， 是使得 G 
能表示为 n 个可平面 ffl 的一个并的《的最小 
值.记为 0 ( G ). 




囝 13. 34 通过附加一个把柄来_去-介交 x 


从厚度的定义立即可得出，一个图是可平面的，当且仅当它的厚度为 1. 

例 13.9 图 K 与的 f 度为 2. 为什么呢？由于这些图是不可平面的，它们 中每- 1 
的犟度至少为2,设 K ’ 是由的一条边，以及与此边关联的一些顶点所组 成的图，而扩是 
由 K 的其余边，以及的所有顶点所组成的 E . /^与 K " 都是可平面的，而 /Cy 是这两个 


图的并 * 因此类似地可得出 l ?( K -.)=2. 

显 t 攀埂是 图同构下的不变董.然而厚度在同胚下则不是不变量，此结论来自以下两个定 
定理 13.29 设 G 是一个不可平面围.存在与 G 同胚，厚度为 2 的一个图 
证明 考虑图像定理 13.5 的证明中一样，它是由 G 通过对其中的所有 边三等 分两肩 
成. 《见 闬 13.6.) 图 G 与 是同胚的. 

再设 G , 是由 C 中所有中间第3条边，以及所有与这些边关联的顶点所构成. 设 仏卽 
G _ 中其余顷点，以及所有与这些边关联的顶点所构成 . 与 Q 都是可平面的 ^ 
13.30)，于是得出^的厚度为 2. ■ 

由定理13.29,每个不可平面图九 jl ? 度为 2 的—个图 同胚. 每个不可平面图本 身的淨 = 

间答是否定的.以下结论的—个推论是，存在厚度为任意值的图.（见推论 13J1 
习 13.31.) 


定理 13.30 


设 G 是一个图，有£条边、 V 个顶点且围长名 >3_那么 

eiG) ^ F ^Tr 


=假 i 5 G _ 度是 ㈣ )• 那么， rj 了表示;可平酬 G •的并. 

二二 11 _ =条公触，_就51以从包含此舰外的任何-个 (?1中刪 去一一 
㈣ =仍然把 r , 衣示为可平酬 ㈣ 的 一个并 设 0 ，有厂条边和 V ,个誠. 

個定！ HG , 有—个环. 如果 0| 的圈长 是劣，那么定賴 涵 

E,( g(V - 2) 


K, — 2 


M 


再设 r ,. 是无 环的. _ 断言， 在这种情况，同样 

g — 2~~. 首先我们 ftf 到 

由于 C ；, 是 无坏的 ，所以 E .< v “ （见练习_而价崎 」以丄 

ii 涵.于是 ，m •这 


这正是我们所要证明的. 


K ~2 


如果我们对不等式关于所有 贿 就焊到 


由上式就得到所要的不等式. 

由定理13.30，我们可得到关于完全图和完全二部图厚度的 f 列椎心 
推论 13. 31对于 K , 和 Km , 厚度是有下 界的： 

(1) 如果 那么 • 

o ( n — Z ) 


(2) 如策” • / ti 6 Z - 且 n +； w >3. 那么 • 0( K k J ^ ~~— 
证明见练习 13,29. 

例1丄10由推论13.31，完全二部图 K 萆芰厂〒君，， 


7X7 __19 
2<7冰 7-2) 24* 

因此仇 K ，. ？ ） > 3 .在图 13. 35中•我: 表亍一 .、 1 •五 • : f h 

Kt ，曹成是这祥的®,它的边瞍得#汪有 A 至以这 7 卜字母的每 …，， 与其女 ： 

的每一个顶点相连 • 于是得到汛 A %.，） =又 



ID 13.35 二部田 K , 是 ㈣ 

項有應 *' 1 ' 

例《在电子电路设计中的 应用） ㈣ 电珞恨 S V ,, ^ c 

後说:引起了电子技术的迅4发裰.印剩电路执邊一 — 」 “ f 
M 由 —M 电料 <称为刻匍板或 残邇》 相速⑽ ㈣ 电 






















2$2 


它们可以安装上千个元件 


- 

包栝电 • 


ij> iv i ^ in DVD 机到手提音乐襻 扦驀 . 

: 电路⑴ 它们本身是嫩型电 路). 

在”% 电 ㈣ 上的每 i * 元件， ，若干条金*引线 • 与导电通路相连.元〜 
攻个至一 二条. 在羨成电路芯片的 清况， 引线多达上百 I 这些兀件被安装在印婀电 路後‘ 
以们的引戌由导 电忖科相连， 这些忖料通 常是汰 刻在此印刷电路板上的狭长的旬片.一 
一! S 1 丄36所示的是一个轉单的调幅收音机的电路示 f •图.通常.每卜元件的性捷 （ h . 
M 的电压 > 在这一示意图上扣以标注•但是 • 在此我们仅关心此电路的拓扑结构♦请: is ‘ 
在此示 fffi 左下角附近有一个地方， -个 导电通路持越另一个通路.是否有可姥逯过对走： 
路重新安褥来邇免这一跨越呢？我们邇过考虑一个图论摸型来回答这个问 《• 

打算用于印刷电路板的电路 • 当然可以用一个图来建模.在图 H 37 中， 我们画出了一 
个图心 为在图 13.36 中调幅收音机的电路建模.在 G 中的顶点对应于电路的元件 和接占 
(即导电通路相聚的位置在 G 中的边表示在此电路中的导电通路 • 




图 13.37 调幅收 t 机电路的一个图论模 s 


在图 13.38 中，我们表示了 在图 G 中的一个嵌人.因此 G 不能嵌入平面上•这就里 

G 的每个规范的图样至少有一个交 叉点. 于是得出，在此电路的任一示意图上必定有导 
电通路的一个跨越.因此在一块印刷电路板上，设计调幅收音机的电路至少要钻两个孔•允 
许一条通路 （ 替如从板的上部到下部 〕 在另一条通路之下穿过，然后再从板的上部穿回来. 



~1 办<3) 



h (2') 

h (3') 

f 

’ 


hi 

2) 


h ( V ) 



hi I ) 



图 13 ，站图 K ,., 嵌人 G 


一— -^—___ 

正如 我们在_收音机 电關肝 中科— — 

%在印_路板的设计中起作用.交叉时料-巧的咏 
定了在-个關电路 力了麟 电路料最 t 值. 
最懷听交叉 • 替代钻 孔的方 法是在-，多 譽板上 设;: 

层电路提供了所需最小表面个数的-个指标.因 此. 在设计和分析 —4^ 二逢 
和图的厚度都是很有价值的工具 • 利用它们就能使这 神电路 尽量经济地缠 mi ^ 

13.4 节鲦习 

1 AM (1) 在 R 中.偎定山且存在 一 t 角 KA V . * 够 

得 A (私） 

(2> 讨论 （1) 在证明定理 13.26 中的 作用. 在霉里曾断言.可蠣作漏整七同 F< , 令,， ， 
中所有度为2的頂点.映或 G 中不与交叉点相埒空的羣些点. 

13.2? i £ 明： 对于图 G 来说 ♦ 學变与交叉数的关系如下： 屮 卜 一 ^.其中 - 4 - 表 ？ , * ^ •丢 乂 

最小整败. 

13. M 证明：当”彡3时，心•.的學度为 2. 当 m 彡4 时. 的厚度也，厶 
13.»证明推论 13. M : 对于 K ， 和學度是有下界的 t 

n ( n —1) 


U ) 如果 n ^3. 那么汛 K ,» 


6 (”— 2 )’ 


O 如果 n , m 6 Z * 且 ”+ m >3. 渾么识 


ffJCirtw - J )* 

13.30 证明： 在定理 13.29 证 明中所 作的图 G 与 G 是珥平面的. 

13,31 用推论 13.31 找 一 h 特定的正轚数对此值沐可以还觸.对 于任一•、丨 . 这坟 
了， 存在莩度为任意值的一些图.待钥 • 给定任 一 宅全田九》的 學遭至 • 

13,32 考® U 图 13. 3 S 所示的图 （； 中的 ft V 请画出葶 S . ㈣ 出 ff 此“7, K . 申的•备攀 11 的边 
映成 G . 

13 33 考®在图 U .3 9 中所示的电路示意图.城电路构建-於 臞论賴 ■，等》_政电踏不靡在 K 蹯_ 
的一个面上制造出来 

13,34 考虑在图 13. 40中所承的电路示意图.证 明： 对此电蹯重颗作出安嫌，難两 
消除全部的3个交叉. 




























































第 14 ,r( 


流形与卞俏学 


,'6 令为 ii , 人类已取得的大的押力成鱿之 • 就姑知道 r 找们所在的这个行,的形 
状介伙想我们斗活打个珅 i/ll I .之 rtli , 人炎 ul/l fV I "巧之久. 

V ( V 公 7 tfW ⑽ << • 中达酐拎斯‘说 Lilly 设人地 (包拈 阽地 M 埘洋) M 坤形的.许多观察#栅 
出大地曲的. _• 艘船 汴地 1 K - 线消失的蘼 u W 分 M 桅打. 300年以^埃柃托色尼 
Lilllii /) u <| 太阳投 W /1 网个不 W 城巾的影沪. 来估汁 地球的曲+，并椐此來估 M 地球的 f 也 

地球表 iai 在 wwu M2 維这•实， H 涵它进-个2椎流形.在 t 4 .i 竹，我们耽巳严格 
.L irmw 我们 a 经1到过的 )(; 他 2 维流肜《还介环曲.兑策 w 瓶.財彩 f ifn 和平 i «. 我 
们先前 r 鱭剌的大地决啪的坫郎 2 nm :* 并不徘除地球除 cm ik t 球时 之外，还存在某神 2 
维撖形的 Plli 件.•个环啪状的地球.就曾 《 HI 起过人们的兴趣.(见图 R 1.) 

由1找们知道 r 地球的形状，我们躭确定 r * 卞宙的 rt 多 K 他的悄况.難有 m 问 
iUitM ， 找们 wn / ut 屮的这个7宙_它的形状究 t 怎样呢?作这圯我们所说 
的 M i 山的； Mh | 邡分.它町作々4惟时屮的个令的片段. 我们岈 以把字宙的空间郎分•推 
给成 r 右大爆炸时則 产生, 并在此 rf ft 膨胀.我们还很想知道,个宙卍在膨胀曹的穿_锞 
分,究堯灼怎样的拓扑肜状呢? 

为 r 作數 ttr 鰣这个问題的含义,我们痛避，察这个乎谢的亨 N 部分的丰性 * 
w m ‘宙的 in 郎分 • 我们究龜巳縫儸迸 r 它典心哪嶸箍本性质呢? 

| 心卜 c •么今力化九沦找们处卜卞》山.的哪个地力，如识找 in 选抒•个治记的地卜= 
从那變期各个方 ㈨ 走出段^的 W ， 肉(臂如:1奥 K ), ，私实丨我们就被封人嵌人于维揿氏_ 
W 中的个球之中 . (M H .2.) 



_* •續 _«» 作和 fi . i * 畜 lMn 

人*••寿 w 夂 m ㈣ ，霣 





〆 _ m 

找_屮"的•仲丨拉幻 <_. 找_这 ^ „ 

林. 

,_於_状_选打. 仔 ㈣ 多噶 Am 

v ». iumn%j i , _磨!「,(^. 

㈣ Fr _ 状的較 • _航_ "推_的 严格以 . 5 撼的 ㈣ _ 

14. 1流形 


找们<获得川个来 W 郎炎似实 n 嫌空 (Ij IT 的觀念. 

定义 U.I —个"飧流形及一个異有可数4的豪_多夫空阀，使砰蚱 f 任一 r(；x 輙有 
—个与 n 堆开球 W 胚的邻城. 

此邻域 n 维幵球 N 1 胚的事实,给 f 找们实礅 
性的活动氽地. 作 K ' 屮 ‘个 邻域与 个歼球 M 胚并+霱《! 

保特應离小变 • 它 仅需餐 il 此邻域$彤肴起来偉一个砰雕 
如曲14,3所示，關有个性质，即它的埯个点 • 都存 ft 
-个与此平曲 ii 的•个开圓徵 M 肚的邻域 • ¥费 此祁域 4曲 | o 軸 I 的 ， i •.， it " n 
此 iHniU . 看妞 米足垮 曲的. ^ Mwitw ⑽科 



交 N 进豪斯多 夫的， 以及它心•个 M ： [数 M . 以 | d ^ l.w 加篆 ft 确镡 U 


通的性态 良好的 空间. (见练 4 14.丨和 14. 2.) 

i 找们对 - il ： 知的"兮虑”维 ㈣ 时. 《* 本的间 •逆 分朴旧 mm 賴:：’ 
mm -张究被的 a 来叫? mi 如擊这样张农 存在. / mi 知-个特记的"缞潇彤 • *否存 
fr : 个算法，以确记哪-个沭肜住此丧中呢？ ( 

盼来 - m ，__ r 樣射找教 | 或 2 , _二_ • 1 w 

❸时. tt 有大饋的 r 作 c 做•此 外. 1 维流 形的恤 二从^丄"0 
•谢情池 ㈣ 議 f 、 的歸绝 小会跡 fm ㈣ 關⑽^也从以嫌. 

时，《维流肜的分类 也出现 M 样的情况 1 ^ • 

箧先找们考虑1细龈彤 • 


定义 14.2 連通的 I 峙 扁形称为曲线 
在条曲线上的梅点，和个 M 汗 KN 《 
_分炎： 


p ㈣ 的邻蛾.1 ㈣ 


定 1 * *4.3 HL X 足一个丨雉滇形 • 

11> 如巩 A . 是連遢的和聿致的， 坏么 X 句' s 的肚 


( 2 ) 






郎么 n •其… ““ s 


⑴ （ if ) _« I | HJ 仅 Li hrl 小找刊 
’ •个 I mm x m 迕通的， 邮么它馬 ^ ,yi 


洲⑶•以 :〜二 










挪 __———————— 一 - ^— 

_ 镰形. IS 此 • X 是相互分离子空间的一个并 • ^ v ' N'j > 

定 H - m *. 因此， x 中至 料可数 个这_料， ’ ^ 

由于我们对 I 维流形已有充分的 r 解，于是我们转人 2 维流形的 讨论. 

定义 14.4 连通的2维浼形称为 曲面. 

平面是-个曲面.它是连通的且是豪斯多夫的.己知彳、点户已鉍.以々为中心且卑 p 
为1的幵球 • 是/>的一个与开圆盘同胚的邻域.此外此平面有一个可数的基 • 它由中 
Xl ) 且半径为有理数的开球的集合给出，其中 * 与心 都是有理数. 

平面的每个连通的开子集也是一个曲面.在本节和下—节，我们主要关注紧致曲面 
定理 I 4. S 球面、坏面、克莱因瓶和射影平面，全都是肾致曲面. 

证明 我们对克莱因瓶进行证明.其他3种情况的证明，在本质上是与克莱因筏相 
同的.我们早已知道克莱因瓶是连通且紧致的 • 是在一个商映射下的一个连通且紧致的 
空间的象. 

假定我 们有一个克莱 因瓶， 它是 通过把 正方形[0, 1] X [0，1] 的边， 按通常的方式粘 
合在一起的方法做出的.如图 14. 4所示，此正方形内部的一个点 J *， 有一个开 圆盘的 邻域, 
它通过取一个 半径适当小的开球而得到.对于此正方形一条边上的一个点 （但不是正方形的 
顶点 IV 和对边 t : 被视为 “同一’’的点 y ， 的一个 半阏盘 邻域，和 . V ’ 的一个半 圆盘邻域粘合 
在一起. 构 成在克莱因瓶中所得到的点的一个开圆盘邻域.最后，此正方形的一个顶点，有 

•个} 圆盘邻域. 此顶点与另外3个顶点 被视为 “同 一 ”，其中每个顶点有类 似的}圆盘讳 

域. 这4个 | 圆盘 邻域. 构成在克莱因瓶中所得到的点的一个 开圆盘 邻域. 因此，在克莱因 
瓶中的每 个点都有一个 开圆盘邻域. 

克莱因瓶是豪斯多夫 的*住克莱 因瓶中 给定两个点，我们就可以用充分小 的开圆盘邻域 


把它们分开，按需要粘合成半圆盘邻域或 | 圆盘邻域. 

最后，正方形 [ O , 1] X [0, 1] 有一个可数 基沼， 它是通过对在平面上带有中心位十^ 
理坐标且半径为有理数的每个开球的正方形取交而得到的由汨，在此正方形的内部取 

球.中心在边上且不包含顶点的半球，以及中心在顶点的 j 球，于是它们就映 成克莱阁心 

而这些半球和 j 球适当地粘合在 ―起. 结果是此克莱因瓶的—个可数的基. 

我们很想用曲面的各种特征来对它们加以区分其中.个特征是定向性.为 T 伙… 1 
性的头衔._験眺柯定嶋挪 ㈣ 料麟始讨论. ^的十 

默比4斯带具有这样的特征，即在下列意义下它能使定向 逆转： 在•此邮… 力 -|5) 
心线上选取-个起点，并議 U . 5中的 M 上所示，在此起点的-个邻域巾作-"二起⑽ 
鏡转.丹 it 我们沿此中心线移动，使此顺时针旋转勻我们一起阶 进. 以刊找_. 

止.我似的甽时针 旋转就 转化为逆时针旋转这样就使定向实现 f 逆铐. 



2$- 


田14, 4 在克莱因瓶中的每 >点》有 
-个与开圓盘同旺的铕域 



在另一方面.考虑图 14. 5 中环面 A 上的蹶时针旋转.如裝我鹯让牝誕转泠中 # ftf;d 
它就不能使定向实现逆转. 

* 一条曲线所貝：有定向逆转的性质，由每卜包含歎比乌斯 f 的一扣嵌人拷4 的麴鼬 h 耗有. 
这就导致以下的定义： 


定义 14.6 —个包含嶔入获比乌斯带的曲面 • 鎿为不可定 向的. 一〜 f 邑含嶔、霞 
斯带的曲面称为可定向的. 

正如图 14.6 中克莱因瓶和射影平面之中浅1色区域岍措 出的. 这甬卜 i 《域 牙 '、夫 
人的默比乌斯带，因而它们都是不可定向的曲面. 

以下的定理指出，定向性是一个拓扑不变量.因此我们可«用定角性栗订曲谢 如化访 
定理 14.7 设 S , 与 S : 是两个同狂的 曲面.釋夂 S 是可 t 向的. 5 汰汉备 、 H 
向的. 

证明 见练习 14.4. 

-般来说，通过直接证明一个曲面 f 包含一个班 uu ”’、 ，^ 
面是苟定向的是很困准的. 因此. 我们采用不同的方法來 ^ uf ， LI l>V ul m ,' 

衝别分一把一 ㈣ 面剖”三 ㈣ 在我_论 


⑷ H . t 论定向性. &作人 . H 

设4平面上的一个三角形区域，- ^ * r ^ mu , 
in fit ) 遥 s 屮的一 t 三角形 • 而在的边 ㈣ 点的 象计 ㈣ 
(见图 14.7. > 


ID ® 





国 1 

l ! hu 免軸瓶和射影平面郎包含卜嵌\的默比糾 • nA 有 依令主 

定义 14.8 —个敢 效曲面 S 的三鋼 拥分厂.是 

而且他得 r 中的典个三_形 ， f 
、 5 于这两仑三 ft 形的- 务边. 〖咖时_的 爹 • 

在阌 14.«中， 我 fijoai 出 r 球 槲、 坏舶 、电歌 

















c-za i4 9 每个 f 致曲面都有三角 剖分. 

f 二于^年就首先证明 r 这个结论. 由 于证明过于专业，因此在这里就不再进行 
r ^明^在雷多的原始论文[⑽]中找到， 较新 的证明 可见 ㈣ [關 ♦ 

或 T - 节关于三角剖分的论述，以下的定义和定理至关重要. 

^, 4 . 10 设丁是 f 致曲面 s 的一个三角剖分.那么 

⑴三角刻分了，称为 r 的一个细分，如果 r 中的每个二角形，都可以表不为了中的- 


些三角形的并. 

(2 )三角剖分 r 称为与丁等价，如采存在一个同胚九： 


s — s . 它把 r 中的三角形同胚 


地映成 T _ 中的三 角形. 

定理 14.11 设 T , 与乃是 f 致曲面 S 的三角 剖分. 存在彼此等价且分别是丁《与乃纽 
分的三角剖分 T ; 与 

证明假设我们有紧致曲面 * S 的三角 剖分了，与 TV 这些三角剖分称为处于一般仏置. 


如果以下条件成立* 

(1) 每个三角剖分的任一顶点，位于其他 
三龟剖分的一个三角形的内部. 

(2) 每个三角剖分的任一边，与其他二角 
剖分交于至多有限多个点. 

如果丁 t 与丁： 都处于一般位置.那么，我 
们可以作出一个 H 角剖分丁'，它既是 T , 又是 
丁的 一个细分.按下列步骤作出丁\我们用 
图 14. 9来加以说明 ： 



围 14.9 从」 .角 剖分 





T ，与 T , 作出一个 


U ) T , 中的顶点与了 2 中的顶点成为 疒中的 顶点， 

(2> 在 L 中的— 条边与丁 2 中的一条边之间的每个交点，成为 圹 中的一 个顶点 . ^的/ 
(3> 在丁， 中或在丁，中的每条边，要么成为丁，中的一条边， 要么被 来自步 釋 （ _ 
些顶点细分为 r 中的一些边. 0 

(4) 在—些边添加一些新的顶点以肜成一些三角肜，这些三角形出自仅由两条 

的那些区域. 一鴒， 

(5) 在由茱以 J •的边所界的那些 IX 域添加一些新的边，把这些 R 域分为一資 
这样得 到的％ 削分 r 既1厂又是 n 的一个细分，因而当 T , 与7\舴钍干一 


0 


4^11 


m 


时，此定理成立 


不处于一較位置.于是我们可以对-个三⑽分.抑 T 蜗 作调叢 • 幻薄 
个新的三角剖分 T ‘、 它与 T ， 等价，且使得丁.与 r : 处 于—时 置 uni 痒的平 
j 叙追埋的，但它是一个霱要对所采用的许多细节进行严格推导的专门结沦 于是没 r 
泳昼这样的一个三角剖分 • 并设 s 是把丁‘峡成 T : 的一个同枉.由于 r •与 t ft 予 
ft 位蜇.正如以前一样，_可以找到同时是丁,•与丁的-个绝分 T ；. 听糾 心遘 ; j 
tT ，映成乃的一个细分以这样的方式就 玎以得 到分稱1了，与 T : 獾分的 T 与 

广，使得它们是等 价的. ■ 

如® 14. 10 所示，一个三角形可以被指定一个旋转 方向. 作为它的每，吞的旋转 方角. 
而它不 是在畎 比乌斯带匕所遇到的定向逆转的局面. 

如图 14.10 所示 • 在一个三角形上的旋转方向导致它在每条边上的一，方庐. 浅 r 

有 以下的 定义： 

定义 14.12 设 s 是一个緊致曲面，而了乏 s 的一个三 ft 蜗分.三考令分 r_r 】 是鲁写 
定向的，如策丁中的每个三角形可以被指定一个旋特方向，使殍如吏两 ； 、三之于一 
驊么伶承自每个三角形的边的方向坡此 相良. （見图 i 4 - lh> 

玍上述定义中，被传承的边的方向不匹配的条件 • 确保我们可以把一卜名间从一 > _ 

形越过1条边推向相邻的三角形，并使对应的定向一致. 

細 ㈣ 中. 我们 描绘了球面和环面的协同定向的三角狀在圈 
二角剖分似乎与球面的七角剖分相类似 • 频球面的协同定向的__ 
由于当我们把隨的顶部和底部粘合在一起以 得到此射影平 面时， 就 
合在-起，使得定向并不真正匹配.环面和 克莱因賴三角剖分. 也会出蚊 = 




- m )4 t q 球 ■和环 面枳珩问 

PP—T: W7|?J： ffl 14.11 在一 定神三_ 

的旋转方向 M 分中的三角形 

以下的定理建立 - f 可定向， IU 及具有协同定向这两件，贫一以司定句的三角 ㈣ 分 
定理 I 4 .U —个敢致曲面 是可乞向的 • 肉的，«么，$⑽ ^ 

证明 我们首先来 iiE 明 • <10 果- 个蒙致曲曲:7、问的 fl : 
协间定向的.特别地 • 设 r ‘与卩 是 s 的： t 厂 g 等价的.砧然 
1 •存在分别是7\与 T ， 的细分丁：与 T ’ 5 , 使得’ 

II \ .. _ . . .. 从认 131 由 — 
























---7- — ~— 

、''、三龟玥分 r 篆自它的缪分 T 的势同定向. 

再设 s 是一个不可定《 的蒙 致由酾 • 因爵包含•一个嵌人的默比乌顬芾 M 戮 
两， s 的任一三龟纪分不是泠_定 闲的. 由车还明^第一芘计， R 要还明 存在$的麥 
角窆分不是势同定 X 的就可 u 了.设^是5的 一* h 三龟 到分. 我 il 珂 U 用与定理丨 4 
逢 明中文1的《法，鬍整坧细分 T , 使得所 得豸的 S 的龟刽计 r 是—转二角孓 r 〜 ？ 
二是 嵌人的 轚比乌 斯带从通过沿 t 轚比乌斯带的中心线推拉旋转的方向. h ^ l '' 
旋转 的方角 逆转.这：、事实 蕴涵. 在广中的三角形不是协同定向的.因此 • 5的 £ 夸^1 
r 不是灼同定间的- 

接 T 篆没 S 是可定向的.我们霱要泛明. S 有一个办同定向的三龟 到分. til 要不是这 6 
设 7* 是 s 的一卜三角到分.羣么 • r 不是势同定向的.从 r 中任一三角聚开始，在它上_違 
取一和旋转 方向. 以 协同的 方式把此旋转方间延长到相筇的三角形.对丁中的％有三角 
续这个过程.由于 r 不是舟同定向的，因此在菜个点，我 n 可以玍一 t 三角形上的一卜籩务 
方问终止，躭方间与己指定为一爹相筇三角形的方向不协同 • 于是， 可以得拜相筘三 
一个序列 r . • •••• r , 使得 

( 1 ' 对于任 一 i = l •… • ”一 1， r 与 r - 有一条公共边 • 且是相互协同足网的. 

i2> 三角形^与^有一条公共边 • 但 r ， 上的旋转方向与 n 的旋转方向不坊同. 


考虑跨越图 14.13 中闲影所示的 
每 t ' 角形 r , 的 考子. 如果我 f ] 把这 
条帝子看瑗是由这些三角形粘合在一 
起而构成的，一次粘合一个，那么， 
当把 r ， 与： r . 相粘合时，此带子钛被拧 
了丰拧.庋之成了一条默比乌斯芾. 
因此 • 存在一条嵌中的默比乌斯 



: ' 


围 14.13 


阴影的帝子相粘合乇成 it 曲面上的一 


带.这与 S 是可定向的蝦设相矛盾.于是 得出 ， S 有一个协同定向的三角剖分. ’ 

我 < ri 以前曾指出，球面和环面鄣存在协同定向的三角剖分. 《见图 14.12.) 因此定理 
蘊》球面和环面是可定向的.由于定向 性是一 种拓扑性质，因此.我们可以把这两种曲面与 
因甩和射影早面加以区分.特别地 • 无论球面还是环面.与完莱因瓶和射影平面部不阂旺 . 
奶两 Ufi 是可定向的，而后两>}、曲面是不可定向的， ]£ 如本例所指出的，定向性是用找分 
致曲面的-_基本性质.下一节.我们把它与欧拉示性数一起，用来区分所有的累致曲 
至此我们已经对稍受限制的紧致曲面族怍 f 介绍.但我们可以戏剧性地闲以下 
连通和乘对此曲函族加以扩充： 砉的 

定义 14 . 14 己知两个曲面$与 S > 与3：的连通和，是通过从每 t " 曲面中枕去 '卜， 
内舞 • 并清助-个离峡射，把焉个 s 用的边枯合在—起而得到的曲面，记为 

泛仙 li 种应算的结果是-个曲面 14,9. > 虽然在这宰-我们不加证=的康搛 
㈣ K . 丨违连通和运算与—杜特定的闽盘无关，这典闽盘迗我们从这些曲面中挖 
釉 *6 算 ’ j 拽妁用 于两种 鼷阑边 ]： 的特定粘合也无关 
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定义 14. 15 

格 、 tfi 14. 16, > 


S U. 15 与 SR 轻 

维冧面的连連扣.#勺》»维 S 面的亏格. «,)«: -，" ; fcn ： ag 3： l 57 亏 


㊁㊀ 





图 14.16 ••蟢詹函的亏禱•着 I L » 

讨于所有整数”彡0,《维曲面的亏格 i—fta 曲《龙外 * 由 
味 的亏格是可定向的. 

定理 U *16 设$与$是緊致 Ad &. 乏可定 句的. Kl 、 、之、 • 

^ 见缂习 U . 10. 

41 节蓬习 


\贓0 


t 集的驗倉暑 

在導习 7.18 中， 我们 介绍并 tf 明了蹐》吞鶬 nmf， ’^ . . R «*»• 

/ . 苒中；》是不包含在 n 之中的 蹐鰣点 - x t« 籤扑•讎 
® u， * 0| U'#I.HJ<0, j ) 的集含 象定文. 

{ h 述网：X 上有一 t 与- 1 开区网 网繇的铕轤. 

’ ： H 入有 败的藥， N 孀^ 

(附加 点叫足1维 fM « r 骞的針*终.紅 
hit 州离 |R 拓扑的 RH 

MM - 

罐癱 Hm ： 9 
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14.5 


14. A 


14.7 
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i 4 7 MU 抓以 • ㈣ 记_ 

n i . 議.劃柳 

^ A 4 .m 1体 /N 分的 t •协 WJHW ， — 『 s 

(心 ㈣ 你釀化 ㈣ Hi . 川 W 叫. nn •釀形 JM 咖 • _ III 14.17 

化的. 1 M *>" W 川铢 N HU 

;:=_,• ，、賴州帽_卜咖議之外_編 



^ 14. 1.) 

14 .k ^ M U 个，/嗜的彳 I’m W 浼彤， 

H ； ui 明難 ㈣ 》_• < W 此關中办供化•产 1 


-个*败的康斯 多失空 wy , 它以 m 为个 f 


PfM |. ^ tWCKM ) v . f 

d ，2咁酿彤从的例广， WMtiM 的化 u •个2咐汍形. 

14 9 II 明 W 个 f 敷曲 W 的嫌 編和廉 个 轚 姓曲啪 • 

M . H » atma I4 . it . ms ‘ rw « t _. w 么 s ■•以 m 记 i _. iiHrvs mmm . 


M 2 欧拉示性 tt 与紧致曲面的分类 

本竹我们纗续研究*败曲 !《• 我们介《欧拉承性数 • ill 明它 M 紧致曲 ㈨ 的-个不变 r 
然 UH 它 对 町定肉 件的猜_ 來对两个紧致曲面加以 K 分. 

tl 知个 t 致曲如 s 的一个_削分*找们吖以 ffl 被视为間一的 • 产恢此曲面的若 U 
1' 客边 肜.找|门汽1从个 肩形外 始，许 1 -jW ‘个•炻形 ’): 观中边视力 ㈣ “ 

仆 I ，此坫供记个脚 t . 如擊还办 Jt 余的炻肜， W 么，山于 Niil —个曲曲、至少^ 1 
角形 W 它賊界 h 的-条边与这个圆盘粘合. ft 拓扑 I .，此结珙仍垃个喊. 

此 MfV . h 刊 Wi 心的爪肜你被 粘介. 产 M —个_欣，/ I 它边界 I : 的儿对 边仍然被视力 M ; 
这称 HJ 个多边形表示.把环啪勻免朿 W 瓶表示为把它们的边粘合在起的 ’ 
IV : M 1 V 屮.我们 ii 輯判岬曲面的 K 他多边形农冰 . 

例 U . 丨 is Ifl 14 . 18 - V . 我们肴到*坏面与免虼因瓶的速逋和了斿尺的一个多边 
ft 们从所褥到的 il ( A 的明示,说明知何束履现被釉合的边, 


h ❖ 


W »<• IH 丨 t » K 的个多边形衣达 
匕知个振致卟 ㈨ 的个州削分•找们记义欧拉小件数如 f 
^义 U . I 7 设 I 是 f 败曲曲 S 的-个三麻刻分.我们用 X < T ) V Ki 
歌拉示性鏃，其中 V ’足 在此斯 則分中的顶点教 • p 足边板， 而 〆 是三诹形 ' 




以以'“ - 

_厂作力 _的个数，心._还把 它们认 为场_^ 

衫的曲_ _的_成奸. ㈣ 式 V 角_ 

出請和 ，⑻.“ ㈣ , . ^1^；；^：；^ 

: ，…。 ir 議 _ U 川‘ ， 

㈣ 力以价_个试致_边_ ㈣ .】的找找 
定理 M .1 H 设厂与/疋聿致曲而 S 的三场的分.釋么 zrr , n , 

证明设 S 足紧致曲如•而 T , »- m . S •的相削分 . ft 先，如采 7 
d 么肖接4以徇出，它们的欧拉示忭数坫料1 M 的. 

其次，如采厂< •】乃不料 • 邺么由 ; imu , 存料价的制分了 w 作 
HT •与 l 的细分. mm ： i ^ 在细 分下欧 拉示忭数保 ur^^ h;yi t \ rl 
i ) X ( h ) -= X < T') t 乂由于 7: * j 7' 足芩价的，所以 r /’， xr /' 于 m •，乂 
|sj 样 ff X ( T ,) x ( T 2 ), 

我们涔来证明，一个免削分了的欧拉示性数， 在* 分 T •保 fH 。 ’勿虼.把了 ri hA 
s 中，由丁的顶点和边所组成的一个拓扑两 g ’. 我们畀以4|政1彳0进 <; 1 
的个细分疒，产生.系列的拓扑图 og ， .“•（:•• 其中氏是与鲕分丁*对4的拓仆围 
上述 •系列的运算如下，我们用图 14. W 来如以说唱* 

m 在位于 G , 的一条边 讀，得姍 G .+ 其锤漦邊 . G fUM ㈣ 

a . ，中的两条新边. 

(2) 在 (； 中添加个新的頂点和 WI 的边，韆咖麯 MW •鑪于 ’. 
朴明•而新边把此新的 顷点与 中的-个谀点相连. 

⑶在 r ; •中添加-条新的边，得姍 g .-.. 所添加的 m 小;” ㈣ • J 
现 A 相连. 

矽# 斜| 穿 ㈣ 

my _;抑__1二=不改__ & 
欧拉; n 性数作细分 T 保持+变，_证明这 r _ 点 ㈣ 相叫= 
I ， 当—个■»!(;%的-个_分/料时，^^中^的⑽的糾刪^ 
设 v 細“.中的顶点数，以边数.找_.有与二‘= 

科、“/♦， 紀欧拉■: 数.作:对一个拓扑图进斤以上/ it ._ l 它麟 经毎 ^ g ， n 
2拓仆 柏. 伹是我们娜⑽为它算出 V F : K F 心 * 

神出 欧扣示件数在细分下保持不变. iL 找们翁：#把-砂明分为 ㈣ 供边. 

$霉（丨1， 4 < m /t n 咖添加一个頂点’ ▲ 必 












fM •雯. 《 此我们净增《一个頂点和一 条边. 结果也不改变•十 F 的值 • 

运 JM 31 . 较这个运算.在 G 中农加 —• 条边 * 4 把补田的一 I 连通州，分为两个搴 
€f J Wj tt . 我们序卿 -条 边，和朴图的―十连通子图，结果仍料改变 V 

%» A , 雜4数 ㈣ O 保持不变，闕我们就得 到所要 的紗： ㈣ r ^. T 

墨置 重論爾 s 的三 詹射分 • 鑼么 n ,= r r> . • 

在上述证明中有两种运算，$管在直现上显而易见 • ㈣ 同寻常.—是运算 <2|’它後 
拓外图 补關_子®的个数保持枝，二是运算⑶，它把 m 殘 w 两个叫 
4子 《• 这每结果朦自定理丨 3 . 17 ,它是我们未加证明的，但对若尔当曲线定理1理 
11 2 ) 和定理11.】0作了推广的一个结论. 

…定理 U .1 S 证明中的运算 U >-<3). 能使我们实现在定理〗 4. 11证明中的 5 个步資，这 
些多 騸用于 讨一般位置的两个三角剖分进行常见的细分.设 Tl 与厂是这样的两个三角到分. 
to 栗我 Hi 选取 丁,， 那么我们可以用运算 (1) ^ (3>, 把来自 T : 的听 有的顶点和边都添加 sj 这 
两彳、3魚 ai 分之上.这在本质上涵盖了定理 14. 】1证明中的作图步骒 n > 〜<3).然后我们我 
司以用运算(3>,再插入一些項点和边（就像定理 U . u 证明中的步《 (4) 与⑸所 
叙述的一样 K 使这些龟形离汗那些已经不是二角形的区域. 

有了定理 14. 18. 我们就可以把一个紧致曲面 S 的欧拉示性数，定义为 ‘ S 的任 ——: 角剖分 


的欧拉沄 性数. 我们把 S 的欧拉示性数记为 

毡鴆如杲丁是 S 的一个三角剖分而/: 是一个同旺 • 那么，/自然把丁映成<的- 

，「二角剖分 T ‘. 此外.丁的欧 拉示性数等于 T 的欧拉示性数.于是.我们就有以下的定理， 
它证明了欧拉示性数是紧致曲面的一个不变贵. 

定理 14.19 如果 S 与 S ' 是同狂的緊致曲面，那么 X ( S )= X ( S \ 

例 14. 2 U .图 U .8 中的三角剖分，我们可以看出3：<穿> = 2, X ( T >=0, X ( K )-0, 

这些欧拉干性教的值与定向性一起 • 使我们能够区分这4个空间 • 由定理 
S 1 •与丁 • K 或 P 不 同胚， 丁与 P 不同胚，而 K 与 P 不同胚.在这里通过欧拉示性教吃一 
t 加 U 区分的是丁与 K . 但在上 一节， 我们已用定向性对它们作了 区分. ^ 

欧拉示性数的拓扑不变性（定理 14. 19) 和可平面图的欧拉公式（定理:平 
相关的两个结论.定理 14. 19适用于紧致曲面，但仅涉及三角剖分，而定理 13 . 18 
面4 球面. R 涉及一般的拓扑闬.这两个结论都蘊涵球面的欧拉示性数为 2 . 

I 如我们对 S . T , K 和 P 所做过的一样，我们可以用欧拉示性数与定向性.来分类. 
致曲曲以下的定理是我们要 Y 求的那种结论的一个范例.它对一些紧致曲面作出了全曲 
定理 14.20 任一 f 致曲面恰好与 S 2 , 丁斿丁锌…移了 
A . P ? P » — ^ P 之一同狂. 

押 14. 20中所列出的那些紧致曲面，已在图 M .20 
• H ' m .. IT 如用 r » T 輕不 n 维环面的连通和一样，我们 
Ri nP $ Lf ^ n 蟠鰣彰平面的连通和. 

•幻 f uf 叫疋坪 U .20, 必须 kF . 明任一紧致曲曲至少与 
S . nT 或 《 f 之,啪在 fjT 与 n f » 之中，任何两 


o 





an 


ft 本 ㈣ 后，如甩欧拉木性 M 定狀， 

猓不 舰. 

对任 - 業致曲面至少与’约出的曲 fi 之一 ㈣ 狂. nr] 

咖 „1 和 ^ 中找到还明的思路篷 • 已知一个緊致磨祖 L 
州和粘貼#.⑽明它具有所列出曲面之一的彰式. 

囍怍过介绍.我 们在例 〗 4 . 3 中给出另一个切綱 msisMi 干/ hm 抑叫 
一暫虑我们能用连通和所作出的所有繁致曲令人毎奇的 t . 它们全 •〜 a .. 

的曲面类蚊一•例如 • 堯蒹因瓶是不在定理 m ㈣ 出的曲漏之中以,-: ] 
f . 庄例 3.25 中我们已证明过 •糾. 

例 n ; 不在定珲- : 

可笔向曲面.因此由窆理14.20, 它乂 •定是一堊杉 t 工 B 的楚遭< T S ^_ F ?f5 

Pi 在 S 14.21 中，我们用切釣和钻帖说,了 TsP ^ K ^ p . g 二 


p . 


<> 


从例 14.3 
^Knp 


(^) 0 ‘翁參 


Q % 



rai " 21 用賴和粘 1 

:■系式证实 • … 

同胚为已知的事实时，此消去淨 却通涵 
■ 4 坧町定向的 • 而 K 却不是. 

(系式 Prt P 3 K 与 T 轉 r . 产生 ㈣ f 曲改 

&理 11 ，1 从工从 ^ kk . 












证明见练习 14.11. 

紧致曲面分类定理的以下替代 形式， 是定理 u . 20 与 21的一个赵接椎论慕 
定理 14.22 任一 索致 曲面恰好与. s ， • w 7 拉 K 或’ < / # P 之一问胚 
在定理 〗 4 .22后两个连迪和中，我们可以允许没有了， 而把 尺列人我们的衣中 
图 U .22 中. 展示了我们在定理22中所列出的一些紧致曲囱. 



ffl 14. 22完整的紧致曲面族 



像例 ]4 .2中所论证的球面、环面、克莱因瓶和射影平面一样，我们可以用定向性与欧 h 
示性数来 K 分不同的紧致 曲面. 为了区分所有的紧致曲面，我们需要了解，连通和运算对欧 
拉示性数的作用. 

引理 14.23 如果 S , 与 S 」 是紧致曲面，那么 


X ( s , 斿 S :) =^( S l )- hX ( S J )- 2 . 

证明由于欧拉示性数勻三角剖分 无关. 我们选取与 . S ., 的三角剖分，使得一些脚也 
是在此三角剖分中的一些三角形，这些圆盘的内部，是我们在取连通和的过程中玻我们挖 
去的.于是连通和的运算与从中挖去一个三角形的内部的每个曲面相 对应. 这些：_形的 
边彼此视为同一，顶点与顶点粘合，边与边粘合.但是每个边界由3个顶点和3条边组成 
因此.在组合 S ， 与 S v 的二角剖分从而得到 S| 的三角釗分的过程中，我们丧失了 :< 卜 

顶点、：？条边和2个面.于是所得到的欧拉示性数是;^ + — 3 + 3-2. 闪此 fSV 

一 2. 1 


给出 


定理丨 4 .24时于紧致曲面"丁与来说，欧拉示性数由义（^厂）二2 


2 w 与 


ifl ) 1,1 


证明见练习 14. 

由上一冇包括定埋 14. 在内的关于定向性的结论，口了得出$与》丁是可定向的. 
个，此外由尸时>=2与 wn =2- 2” 可得出，在^与《 了之中 没有两个’請 ltll = 
M 的欧拉不性数.飾地，没細个紧致曲曲、 p 有扣同的欧拉々性数 . 闪此.己::、 
中所^ 4 的仔何两种紧致_，要么有相同的欧拉示性数，要么-种是娘 
种也不 口1 定向的.尤论哪种情况，我们可以得到结论 • 在定理|4.叫中所列_ 


痄鰣个的.— 译舞扦 


m p , w 


学- - 

j .^,1111^1^ <- J| ' i，，)lH 11 J ' 1，L ^ 1 1 ix . 

出以下有圃结论： _， 

u 定理". 25 两个常致曲面是同胚的•当且仅当它们有栩同的 b 
定向的，要么都是不可定向的. 同的欧拉讀教， 

定理 1 4 . 20和定理 M . 2 S 使紧致_的分类问班宵告料 
_一神*败曲面与任何给定的曲面相对应 • 戮们有 f 完镲的所：巧理“. 2 _呻所心的 
伴行 r - •种简单的《计算欧拉示性数及确认_是否岐向/ ㈣ 开尤能情蝻 &• 
例 14.4 力了了解此算法如何能用于蜗认一 1、 f ^ A 面，,處由逢 
W 给出的曲面 S . 于逶可得出 S 是不可定向的 • iU 由干在連通4»存 在/ 
f , S 正是由这个曲面而构成.用引理 W 23, fafC , 了与户的 
二- 《. 在 ㈣ 14.20 中所列出的緊致曲面中.欧拉示检数卜 8 衫可宅肉 
连通和为10的射影平面，因此 ， S 与 1( JP 同胚. 

确认诸如上例中的曲向为紧致曲面的另一个方法是. R 要 W 用义系 h 枝 Tsr 
Pfii 3 ni \ 把此连通和表示为射影平面的连通和.在 Kaspsrc 7 ；： h 

提供一个每个尸林 T 提供 一个尸 因此结莱 iior 

我们还想把一个圆盘或一个默比乌斯带作为一个曲断来考良然闹.的职 
苎点，没有与2维开球同胚的邻域.但它们却有与半球同胚的体故十硭 . Hihn - 
I ( X " 6 •…， ^)6 |- r „^0} 给出的维歼球 B •的子空闾.我们 KH .? 的 -tn 

如 T » 

定义 14. 26带边的”维流形 . W 是一个具有可教基的豪斯善欠 H Mu —. L 
4在一个与”维开球 fl " 同胚的 邻域. 要么存在一个与#同狂的#城，而 &后一 务交的*.象足 
非空的， 

存在一个与„维开球同胚的邻城的 点集， 你为此涑形的 内部， 而孓泠在 -M «准印 
球妒同胚的邻域，但存在一个与#同胚的邻城的点篥，称为此滅形的边錄 <|?| 砟边 1 
边记为 3 M . 

一个带边的连通2维流形称为带边的曲面. 

^ 14 *5在 RM 4.2.3 中•我们 ffl 示了各_ 

1 边的 A 面.在左边 • &是一 f 亏烙泠3的曲 
^在其中皺挖去了两个圓盘的内部.在中间 • 

^悬一个在它的边上添加了两恨 f 蟄的 f 子. 

“）， .S . H 的一 个子 '. .S -* 

卜带边 的曲谢 ”中，'边”的次义与 以前的 ，;作力带__边 . W <;K 

的那么，的; 1 的 0# 

免的边•祥的.《见 11114 . 24 * > W 斯.‘ 


iVf 的 




W 14 .W 


• ft 邀麴 __ 











tl 的边作为 ft 带边的-个黹彤 


W 的边作为带边的.个形 


© o 


.奏 


/:•的边作为 R 一 t 子集 



w 的边作为 ir -十子集 


图 14.24 卜带边的曲面的边珂能与作 为个拓 扑空间 F 集的边―致，" I 能不致 


我们采用以下一些关于带边 S 的曲面的事实 * 它们似乎有道理，但玷为了证明它们布要 
一些預备的结论，这会使我们偏离主题太远. 

( 1 ) S 的边是一个1维流形. 

(2) 如果 S 是紧致的.那么 • 它的边存在有限个分支. 

讨紧致曲面曾提出过的大部分概念《三角剖分的存在性、定向性的定义与欧拉示性数等 
等）.转为与带边的紧致曲面有关的概念. 

设 s 是一个带边的紧致曲面.它的边的每个分支是1维紧致流形，因而由定理14,3.每 
1、这样的分支必定与一个圆周同胚.对于每个这样的边界圆周.我们可以添加 t 带边的圆 
盘与此圆阍粘 o . 这个过程称为 S 的边加盖 Crapping off ). 于是， S 连同这些粘上的圆5, 
是-1、不带边的紧致曲囱 .*?•• 因此，每个带边的紧致曲面 S , m 了通过从定理 14.20 所列出的 
蓦些紧致曲面之中的 S •中，挖去有限多个分离岡盘的内部而得到. 

如果一个带边的紧致曲面 S 嵌入 R ’ 之中，对应的加兼的曲面 S •的情况未必 相同例 如， 
默比乌斯带是-个嵌人 R ， 之中带边的曲面， 但是. 当我们为默比乌斯带加盖 • 就得到一 H 
赛嵌人 R ’ 之中的射影平面. .. 

为了辨认一个带边的紧致曲面 S ， 计算它的欧拉示 件数. 确定它是否可定向•并确 
多少个边的 分支眈 吋以广我们再來考虑加盖曲曲 ' S . . t 接就可看出， S 与 S •的欧的 
滴足/:豕 VS . ^其中《 •的边的分 支数， 即为得到 S . 而在 S J ： 所粘 
数氰.无论 s •圮定向 • 用 S •的欧拉水性敷，我们就可以利用定理丨 4 * 20 来辨认 S ’ 
足， 我们蜣 _认丫 通过挖去„个分典_盘而得到的曲曲 s ' s S 的这 

例 14. ft 4 804.25 中.我们图示了一个怍为 R 的一个子空间的，带^ : 
是夹政11 H ? 成记为7♦的纽结.我们希望 辨认反 

4 4屬，在 . S 中的任，豳.必定经历偶鈥次拧半圈.因此•在 
S 中•入务 l *. t 匕芍斯错 < 軀涵 S 是可定向的 j 是不可能的.此外， 

、 K 1 ft _是1，（釓鰣习 14. Hi .) 干是 ， 如果是由 S 加 
备 * 4則的 A 釦，亦么 .V 足定向的，灶 x ( S . ) • X ( S ) 十1 一 0, 

■r ■樗 th • v 擇 Hfc •而 s 嚴从_个环面挖去申个阒盘而得•到 



)4 2节练习 

|4 ,1证明定理 |4 . 21 


対千 H 


nP ^ 




T»P 




~~ r T * K 


,4.12 证明定理 l4 . 24 对于紧 

,4.13 考虎曲而 MUMP 拉 MP . 这是定列出的 ■ 

哪-种曲 (fP 

14.14 考虑通过把 t •正方形的对边相粘合来构 tl-t 拓汴交间的所有 5 ]tftux 
认所得到的空间‘ 

14.15 U ) 证明 •• 把…个六边肜柑 M 的边视为良接越过.所产生的 fe - i 环由 
(2) 清确定 《当 - t 八边形相对的边视为 i 接 蟪过. 所产生的籩什 i 曲面. 

( S ) 请确定.当一 边形相对的边视为直捋越过 • 岍产生的 f 汁么曲 n 

(4) 诮 鴯定： 当一个 2 nU 彡 fi > 边形相对的边視为宵接趙过.岍产生的 | 汁么曲面 
对于例 R 6 中的带边曲面，证明： t ( S >=* — 1. 

W 认在图 U .26 中的每 t 带边曲面. 


” 論你 




14.16 

14.17 




U . 18 


S t S , 

围 U .26 辨认围中的每 f 带边曲由 
辨认《不作证明 } 所何带边的1维连通舐形. 

(2> 辨认（不怍 证明） 所合带边的丨维紧致隴形. 



14 3 3维流形 「 & 

在 本节， 我们观察各种3维流形的例子，在我们心 目中 . riw t ' m 郎兑 f 
在的宇宙的空间部分. 霞. 

例 ".7(3 维球面 

它是:个 f 致的连 H 洗形 •（见 姝石14」9.) 1R . ^^ 4^1 < * 4 

在内 7.20 中，我们曾讨论过为什么可把乂认为是 • •羼利 

R 中 ? 、要雄加- ^点，并适当地为此结果定义一 ”扑，我们 1 ^得^ 

我们 冉考虑作出 5 T 的另一个方式.我们 
看作为类似于 2 堆球面，枕可以认为4 
, 1 11 半埤面泊着痄遒与下半球 i 相粘会 • 

'内个半咪 ifi ) 鄞 与圓瘢 间胚.我们珂以 
把^声此 2 蟢咪而由两>圆《的飧粘含在_ 

汰•（虬 KM .1. 27.) 



m 




•| M 9 爾 












300_ ____ - - _ -薷“* 

⑽地， 我们可以遘过把3堆料酱它_卵边緣 m 起的 方法. ㈣ 出 3^^ 
技頻我们最初把3療球面推述与在 4 堆空间中， 《隊点 距离为 1 的 点集.这两卜 3 維味在 
R = U * rON *. u ^^+ r +? + tt,J = 1 

挟句话说 m . >仪二0而潯到的子樂.违惠到对千叩唑点，’ ‘+ y 十 y 。,， ，以~ 

是一 K ： 飧球面 • 以下两卜藥合 

s 1 =* (( X .>.«.«•> U J +>/ 十 V 十 U ' = 1 且 11，$0> 

Si =* { uosr ’ x ^ ljr 11 + y = 1 且 w >0} 

部以 /? 为边缘. sins ^ ns : 沿着它们的球面边冰粘合 在—起 f 导到， tv 的这心 

子空间，都与此3雄球同胚. （51 炼习 H 20.) 于疋: K 閙这种方式統能义现 • t S ’ 由两 f * 3 鑰绎 

沿着它 tn 的边蝝粘合 而峩. 

我们疳望有一种产生3维流形一些例子的简单手段 ♦ 正如一些曲面可以三角剖分一样 . （ 
维流形可以分解为一些四面体 • 其中任何两仑四面休如柒扣交，可能交于一个面、一条边或 
一 t 顶点 • 我们可以把一个紧致连通曲面的一个三角剖分中的有限多个三角形 • 与此边粘合 
的一个子集粘含在一起，以实现此曲面作为一个良有把若子对边视为同一的多边形 . 正如上 
述做法 —样. 我们可以把一个紧致 连通的 3维流形中有限多个四曲 体. 与此面的一个子楱粘 
合在一起，以实现此 3 维流形怍为一个罠有把它的外部苦千对面视为同的一个多面体. 

当讨论多面体时，付于一个面的 内部. 我们适指从此面挖去周序1的一些边和顶点 . 而$ 
到的集合.类似地，对于一个边的内部，我们是指队此边挖去它两端的顶点而得到的集合, 
这些内部，与作为带边流形的集合的内部相对应，而不是与作为多曲 沐的 子集的内部相<1应. 

例 14.8(3 维环面）在第3 單. 我们曾把3维环面定义为积空间 ^ X . VXS 1 . 圆？乂 - 
可教钜基，且是 f 致*连通和 豪斯名 夫的.于是可得出，3维环面怍为圆阌的一 1、乘相 • 

具有这些性质.在 S 1 中的任意一点，有一个与一 1、开区间同胚的 邻域. 因此，在此环 i 
中的任意一点，有一 1、与3个开区间的乘积同胚的邻域，而这一绅域与3唯开球同胚•因此 • 
3电 玎面是 一个聚 致、 连通的3维逋形. 

我:也可以 tN 3.26 — 样 • 通过在一个立方体相对的两1、面粘合在一起的方 法洱另 • 打 
于我 '] 今后要逬行的类似的作法.可看出按照这种表示法，在此3维环面中的任惠一 I 



围丨 ▲ ‘ ft 4辨坪曲上的梅个点和；_ - f 3推汗球邻域 




_钵 Ml 椒粕合在一枳 


殊恂味在 bftfr ㈣ 


朗 




㈣ . f *， 在此、推环面上的每螓开 . …, 

痄时这 f 例子， i‘m 述通的 3 維波形货來并并嚷责 UK 
M(w 为 ft ⑺边雌_多_,并把这，_地^，、巧你㈣ 
粘作.我们祢这忡抝边商々㈣的过程为多面体粘合. fai， 

1 齡 j 必聽加'】、心， _• 奸 —t 多而体合的结 宰町能 w 〜 

_&• 在咖繼间中的-， 点， 帥__相;的=，印 
0的.时与3维_的情况，样.《此多轉的_部中的 .此 心濟 
此开球__两1、料刺域姑 ㈣ 成的. 

边的那往点，或出自粘合此多_—些顶点的耶些点有 3 料料域 
n 顧；，⑽的粘含和顶点_合，需要满足-賴_卞， 

托我(门 ㈣ 边 . d 知1多_粘合.自岐义 r ⑽ 

此粘含 • 这两浪边是等价的，在这牌边的每 t 芩价类中，斫有的边給粘 r > n 札传. 

些边的一个等价龙〜…•〜. n 純此商 立间屮的由这此咖邮 t = 
的 染合. 我们股定这些边的屮点粘合江 - 起，并把所得到商空间的点样^的屮& 

玍此多面体中一条边内部的每个点 * _ 

如 ffl 14.29 所示.有一 t 嵌人肜如 一鼴燏 f Z 
的邻域.通过此 多面怵 粘含，播 F 鼴状的 
格域帖 合在一起构成 r •中每介点的商空间 
伟域.我们关注这些商空间邻域是否与3维 
#球间胚. 



' FA . 


JSU ^ ft 多釅体中钿条 边内•蚋奄胄罐？龜《时《^ 


K 


. 

便得付 于仟一 》.= M , •••• />• 边 r 出现于面厂 
F 与 F ,. n 粘合.对于我们的芩价类中的每条边 


股定在我们的等价类中一些边具有有序性，我扪耽可以构成 — t 面-边序 W 

, r . … .r ■ • 卜 • ， 

和产， 1*. -1 

. ^ *' i . nWtr . (,THI J 的 W 癸干的母 ㈣ .取卜包含此边申的嫌 
( 我们可以选取这咚祁域， 使 得它_此粘 M 起 ㈣ 此商士 1 种 
曲边序列给出〕•一 个右 序的，“岡圆曬伏 的糾. 融… 
rfl 内第>_含.搞 - f 瓢状的邻域關所_祕兑3 f ㈣ -Kii 
仏如_“ h 放—彳 ㈣ ,-”向 . n 

的細. 江 ㈣ um 内 a . ,,,,fjWU ' m；v> 

、相站分，_这_头 • m ® 么 f H . :: 

的.合在起，构 n 每-点的 j 料球料 ‘ m \ ’二：“, wfm ⑹ 
的巾点的任琢小的邻域‘4 H .2 I . 、作此找川、 11 . 

此 ㈣ .球 ^( rijljf ,, IHljl . jn ^ MuM 1 ^ K ,,|| j « ； W 方 W 逢於 

电 1 * • 句心的方 w ， 象时 • 我 < ri # 此面边 ㈣ 逆保轉 • 

























【肩 - - - * 丨| • 

㈣ 請 _么此賴欠 

Iftj 边 rf - 列也以 ㈣ 斤 l “ J 的 M 1 ⑴如屯 r | rt | ⑵ 11 列 l *' / n (, 1 逆 ㈣ <J •川 5 •、此 ^ f ^, y M 
曲边 ft •列也蚝方陶逆 f #« >,这 tt 蛘出以•卜 的利 別法 , 

边判別法 tltJIlli 卜客⑽ ㈣ ⑽ _ ， :.N • 们⑽ fl 賴光 •_ h 
㈣ 叫 . *pirm,i 、 赌⑽ . ⑻ ㈣ 的 f r '•• ^ 1 u imv i-'i h inj^jifii ^|^ |)( 11 

賴沖 H 、w n 卿. 

例如.名虑例 U . a 屮 j 堆 M 、 lftl 的衫 ㈨ 冰帖 N . 夕 的 3 t 匁价 势. I'r ^)) f , II ) }y ^ y 
价 t 都 f ! nw ' Wj 叫的啪凶作殊闪此 • 这 i ^ h 个边糾別认. wn^usN 
14.8 中所观察到的情》致 ， A 邺叭由粘&边的内郎 而⑽ 到的付个成•而个由此 

i - 点的 [ ■球邻域粘合 ft 起而得到的:< 维汗球邻域. 

4 

例 14.9 ♦ rtriBR 30的左边所示 的也方 体上的粘僉.在此 PB 的右边，标 u _' 教”、 4 
的边杓成此粘合的个等价类.如果设？，• 《• K , /柙只分則* f 此 A 方怵的城面，货 
面 、 i % , fc ®、 左面作 右而， 9 P ；; T . I . F . 2. H , : U l \\ K , I , M 圮此等价考 
的一个西边序列 • 如果我 fl 按图选祺边1的方内 • 那么边2〜4传承 所播述 的方向 . 成通餐 
一 t - 筋斗与戊面相粘务 • 因此， 这两 t 面粘合时，边1的笮向勺边’丨的方佝 'f - H . f I , 
这卜商空间 f 、 价 i | 过边糾則法 * 它不煖 … f 3飧洩 形. 

接下來 <5虑作: 多幽体 粘合中 的顶点 •对于顶点的集合，找们定义个等价* •使 锝如 V 
网 t 顶点粘含 A : 起，它们躭逛等价的 . M J H -个等 价类. ft 此多洲体粘 ft F 所妨 对成的 
IK 点视为 柯一, 在此商空间中产生一个♦独的点. 

® 定我们有顶点的•个等价类 <祺， •"• vj . 设 v ， •丧示 rt : ir 空间中山这些顶点粘食扑 
起而柑到的办 . 当我们如图〗彳 .31 所示在接近-个顶点 V ,处割此多面怵吋，拇 个後 
银的顶 A ，此棱锥的曲 W . 于此多面体的两 h • |衍 H 此梭锥有 - 个多边形的庇 • 此 ㈣ 形咖 
部位于此多面体的内部.(说起梭锥，我们指的址 • 由与-个顶点和底曲相迚接的所有线设和 
成的 - t 多曲体.此底面足-个多边形，不-定逛十:方形 .） 



v 边 1. 2. 3. 4> 的等价 ㈣ •个 if ] 14. 31多 I 曝的铒作 m f 

方由 I㈣ 的 rtl 山序列 削仏__細^ 

_个梭 ㈣ ，个”.个後锥.簡“1此多雌粘作(^起吋.此 ㈣ 1 .的 
^ ,1> u - ‘ 1 地铍安树 • ifn fi tt 合在-起•设 / j 班由这#楡锥粘合作起而得列的胙 ^ … 

歧 L . A .，/ fH ⑽ _ i . 他紐 的记. H 的嶋掃川球 卜 1 ^… W 
I 述也骤的纺果楚集介 n 被怍出 • /_<的边界由粘合扑•起的镰锥的底所削成 • 


t _ il _. lM ( lW ' Utiliiir.i »,• 




•的 t 琢鐃 

v t - _• 

_ ftl . , nun . …此 ^\ f ^ m , W ,« u. f 

" I 以 W 叫 

㈣ 以卜的 tiMM 


t : Hlf 她 " 1 的 


麯_法 1^知•个_____ 1 j ( lr .. 叫， 

ltf ^, ft ,( VjM '^ ll ! l ^ l . 邱么 • 此仲卞叫___认 •㈣ 

彤 H 1 山粘分 (Y lAim ^ l ^ nn . ... 1 咖 Uh 


，， ㈣ 个_叫. 


的个势价类 . ift 起曲 柙列的 相窄叫中的成 

I ， s "1 然被#饼的庇爪 M 讣，这楚由十鴒个底姑今和形 
" 飾 ㈣ :此_分米11的5的_讀教，作此《到,_个^ 

刪|的_, W _ 此_分賴个 _. mm 刚峰 , 
-8. 任此外分小 ， U ^ K * i ! i ， 这 

^构成 , s 时这牝 边成 刈地粘合 ( V 缸. W 此•/ *: 12 . MV ,. A 此 AHUM >n 
tA 力怵的边 包次此 肩形 的叫个 H ) IA •以粘起恂成 S . 粘么 i . i ^, fttrlhl ,,/, 
体的边咕会而成的集 n〆 ， fl 网个期 M 分的 WA . 找们以 rt ; jt 」》: ffirlj . (ffumvn 
t . W 此 V " I ;. W 此 • . s 的欧彳; / 尔性败 1 / / fh 2 , 

按1我们在 I 作对*致曲餌 iftU 分*的钴论 • 叫得 H I * 球曲 内此 .M «| 

和通过《点判别法.与然,这与 A : 例 w . ft 中所看到的致 •rtW ■科 NMI V ㈣ 

的一收 i 球邻域粘合作起所柑到的:< 维彳 f 球邻域 • 

« w . 10考<|在 B 14.32 的左边所示的八面体鞴会.此八 上癱 ㈣ 車”奠孃^ 
点袖合，因而圯 在它 的萼价类屮唯的点.设 〆I 此，交 ㈨ 中对 
点 W 进則此八面休，我们觥 埒到 此田中「•】所示的一卜糙肇.止， 

11 面、后面•左面 ，右面 #合在 -趄. 此幟•的風它⑷ 

>坏绛曲 D . 正如此®所示 • 此帖合相当 f 痄4常的♦把 
，列-个 环面. 因此，这个«空 W 不能遞过18点柙別法 


fc »| 氬扪象此癱 
款 

f 正方形相边*为’ 

且它 ,f 羡-”碘 /!’. 


















^ _ -- -—— iNf 

合找们的流叱 钻构的 判别法 • 找们 眈打以 下迨于多曲休粘介的定 邱： 

定3 14.27 设 . Vf 是一个由 > 面沐粘舍蚪浔到的商空闽•那么 • 与 11 仅备 M 軋满义力 
糾法，义滿足 1< M •糾钊法时，是一於 S 堆: H . 

证明0；如我们 e 拴讨论过的 • 如囀此商之叫竹满记边判别法飧顶‘以判別法 之-呢 
M Fid — 卜3维壤 形. 

J 设.商令 M 既满纪边判別汰，乂满足顶点利別认. M 圮 豪啩衫 夂的，匕按鳜 
f 把免 HH 鼴作为一个正方彭的商空 W 的-神 "式. H #. iT «4. 小的 3 ‘i 

吁咪 铕喊， 粘合的4咪祁喊、粘 ☆的 «户瓤状祁蜮和顶点的粘合 祁域. 邯叫以相也定义1 
«】教觫 • ft 把-碑负分典 • 以 W 明 MM 豪斯客夫的. 

正如我们 e 经讨论过的 • m 中与多®体的内点相对应的点以及 m 中与卜酣的内点相対 
的点，有叫 S 堆开球邻域.由于 M 膺足边 詾别法 • Ai 中的由边的内邡粘合在姻得网 
的典点 • fi 卜把檎 f « l 状邻域祜 iV 在一起曲泔到的3维汗球祁域. 父由于 iU 满足 j|,m 
别法. M 中的由边的一嶸顶点轱合在一起甜得到的点，存3维球邻域，它们由对粘合在-起 
的較锥取内酹而得到. 

因此. 如裝 Af 满足边判別法和顶点判别法， flP 么 t 3 维 流形. • 

ih 我们考 虑钯 客的〗维流形的例 f . 

例 W . 拧流形)这 t 流形由一仑立方体通过把两对正相对的两 Si 帖合，且如 S 

14.: U 所示，羅后一对相对的两面拧了 1 ^同 角后 冉粘合起東.存在边的3个苓价类 • 正知:11 

环面所出现的一幃 • 每 t 導价类 ft 含 . t 条边.每个这样的等价类，，一个保衿方向的面边序 
H . (見螓习 U . 22.) 

在此体中的8扣 顶点. 波此视为 同一， 而且正如在3嘈环面 的例予 一_• 故拉示性教 uT 
tul 明：在此崎空 W 中对应点的环螅空间聲一扑球面，千逖町以 | 导出，柠洗形 I - 嫜 

倒拧流形)这 空间定 义在图 14.34 «|示的一卜六负柱上，择卜止方办 1 食 

嬸 *) 它相妗的 i 方咿面粘合 • 而正®柠了 雋； jj , 丹号背凼的六边 t 帖令 在-起 . 

W 灞楚边列别法与頂点蚵 利法， 因而曼一个3螬清 .形. 


粑 ”_ 岭__旮拧賊彤 




( Hus . 


例加莱 12 面体洲 ，•‘，洋咐 Mi.u 

一銶了 ? u _. 冉帖合在-《，请“.•认从叫,讎,_; 4 二， 

鑛的.所得列的_”，满 1 U 料法 

( ij.iM 14.20 30 f 边蚊分为10个等价类，舟考蚊合 3 * 

• “ton in 这与卜”气.:' 




圈 M . 35将12曲体的各 个曲 糯粘 6" 
得駕麁加蛾找#体空 W 


ffl M.36 将 12曲体的 各卜曲 

相粘合 HIM 钃鳔轔 

，泊12»体5_ 


_ 11.117 


anttXHit 


例 14. 14( 塞弗特韦伯丨2面体空间）在这件 it 况 • H 

技锇対针方甸旋转&硐龟后粘合在 一起 . <tB U .. H 6). 呔財恥务边镔十令•錢 

卜尊价炎， 全卸 20 1^#点谀此恍为同因此 • H 有 H * A 的攀法一卜界 价癸. 1 7 f '* 
3壤邃形 .（ RL 離习 U .25, > 

网2维流肜-样,对于3维流形也有定向性的 籌念. ftf •可定賴卜 ' 广 
嘀带_的5"1定向 性. 肤不坷定问的3准流_取代 ♦ ㈣ C 包 

予空阉的话 • v#A41t4llAi 

定义 U . 州-卜立体克茱因撤足-卜和出！ 氟 

相对的两 taj 盘怳 为同一而浔到的商空阆. 《以冰兑 

清注 t , 一 fWJ 柱体内的每个 W 心圓柱_在轅舞 6 成为”暇 p 
讓 w 瓶 nm 缩于一个中心明] 的一绀 ㈣ 心龟策 w 覜所纽成. ^ ㈣ 们幀的 1 ® 6 * 

电槳隱之内 • it 我们 从它的•辦 • w 

坏会出则 W ㈣ ？ 

由于杯合采叫的纪把-⑺都从左边 mw 边的以 . 、，睛 

lly ^ _}••■_ 狄 ㈣ ii 來. " v _ 。乂二山 . 父 
^说: :出 ㈣ 么;： 別. 備 _. 巧;我 ， ; “ 
io !, fr ： 找随 ㈣ 遗 .⑽ w u ^ 

巧⑽_状况_ ，• “ an 的 

丄山 feu 这義、 >.| 冬物认教 7 的现“ 二、、 “ M . L 

^29 不可定 向的.如取它 U 

蚁⑽向的 
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^ 14 
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倒 l 4 . IS 考虑 — f 1 •如图 14* 38 所不，通过反射把一个立方体相对的两个面規为间 
到的离$ 间. 我们竿先在 W 3.27 中會到过这 t 空间. ㈣ 和后面直接被视为 间一的 
軔€面饔扭一下才龅規泠同 一的. 对于左面与右面也同样如此.枯合的结果是一个 3 
且与一 个圔顒拃一个射彭平面的乘枳 S 1 X P 同胚. （见练 
习 3. 38.) 

这爰一个不可定向 的洸形 • 由 于它包含一个把圆柱体的两 
枯合在一起而得到的立体克莱因瓶， 此®性体从立方体 
頂面的中心廷伸到夜面的中心* 

Ct 维流形理论领域中最重要的未解决的问题之一 ， 是庞加莱 
清想.】904年首先由庞加莱提出，这个猜 想问， 性态与3维球 
面十分类似的3维流形，是否确实是3维球面？ 

在什么意义下流形的性态必定与3维球面类似？请注意 • 

如果你在3维球面中取一个圈（一个连续函数/: S 1 — S 3 ), M 


1 

■ 

丨 

1 

1 


4 


图 14. 38把立方体相对的两个面 
视为同 -- 而得到个与 
牙 XP 同胚的空间 


么它可能收缩于一 个点. 由于3维球面是道路连通的，且3维球面中每一个阖都可能收缩于 
一 t 点•此 3 维球面称为是单连 通的. （见 9.5 节 .） 相形 之下. 这就与3维环面的情况不同 
了.在产生3维环面的多面体粘合下，在此立方体的竖直线段成为一个圈.它不能收缩于3 


维环面中的一个点. 

庞加莱猜想说，如果一个无边的3维流形是紧致且单连通的 • 那么，它必定与3维球面 
\ m . 庞加莱打算证明这个猜想，但未能实现.在整个上世纪，其他许多人都有这样的企图 • 
所发表的许多证明，随后都被确认为是不正确的. 2002年，俄国数学家 G . M 雷尔曼发表『 
—个证明，在 /I 年之后 • 经过全世界数学家们的仔细审核，这个证明被确认为是正确的.麻 
雷本曼不仅解决了著名的上百年的难题，而 R 他的方法的应用领域超出了庞加莱猜想的范围^ 
并预示了在3维拓扑中将出现革命性的研究成果. 2006年，佩雷尔曼由于他的研究成果获得 
菲尔兹奖（但他拒绝接受>. 


14 3节练习 


W . 1 9 证明 3 维球面是一个3维流形. 

14 20 考虑例 7 中的空间与 S 、. 定义一个 明确的，这两个空间中任一个与此:彳维球之间的同胚 
14 21 骰设我们有个多面体粘合 • a 是一个良有方向逆转的面边序列的，边的 

设於是与< 的中点粘合在一起所对应的商空间中的点.证明在此商空间中存在/>的其边緣适 
影平面的任意 ']. 邻域. 


U .22 , i ， 证明 £ 在例中所怍出的+拧流形满足边判别法与顶点判別法. 

，2> 立方体 疋面与 背面的+拧粘合由半拧粘合取代. 证明： 所得到的粘合满足边判別法与 
法. （所 得到的我形称为1拧涑形 .* 

丨’ 考龙例 14. l ： i 中所作出的+行粘合在六角托上，按照所描述的 粘合， 林记边类^ 




14.24 




---〜- 

明此钻合满足边判別法与顶点判别法. 

( Z ) 六角柱的正面与背面的 I 疔粘合由 i 行粘合收代.对此汽姑面的 

(0. (所得到的流形称为 j 杆流形 .j 

考虑例 U . 13中庞加莱12面体空间的粘合. 

⑴证 明： 此粘合导致边的10个等价类，每类包含 3 条边. 

(2 ) 证明： 这样规定的粘合满足边判別法与顶点料別法 • 

14 25 考虑例〗 4. 14中塞弗特-韦伯12面体空间的粘合. 

⑴证明：此粘合导致边的 6 个等价类，每类包含5条边.以及顶点的^ 

(2) 证明：这样规定的粘合满足边判别法与 顶点判 别法. 

14.26 四元流形定义为，把—个立方体每—对相对的两个面，经+拧的颥时什旋转 f * 为同滷 得汍 

(1) 在一个立方体的示息图上，为它的各个面作 fe 记，以描述此空间的粘合. 

(2) 证明： 这样规定的粘合满足边判别法与頂点《别法. 

14.27 考虑例 14. 15中所描述的立方体的.产生一个与 S l <P 同胚的空间的各 V® 的粘合 ft'A： /；1£!；. 

按照所规定的粘合标记边类与顶点类.证明此粘合满足边判别法与5点判制法. 

14.28 (1) 表示一个圆阛与一个克莱因瓶的乘积 S 1 xfC . 作为粘合立方体各边所_判的- 

( Z ) 在此立方体上，按照所规定的粘合标记边类与頂点类.证明此粘合雇足边《科点.去 

(3) 证明穸 XK 是不可定向的. 

U .29 钻含图 14. 39所示的四面体的各 个面. 结果是一个 3 绻淹形吗？ 

W .30 考虑图 14. 40所示的 （1) 与（2> 描述的八面体的 粘合. 在这两 W 情况 •鳴 定是占粘合或卜棄獻 

(1) 在顶部和底部相对的两个面粘合在一起 • 在每种情况頌时针行1臞 

(2) 在此八面体的关于中心相对的两个面粘合在-起，在每袢情狀时計行7圈 




宇宙的几何结构 賴 . 1 

战们再回到我们生活在其中的宇宙的空间部分 . i[ •:我 4 

















■■ * JJ 

‘ -7 ； '； - — 

^ ,, „ f . { ,1, ii , 这趴 分 Wifi 为 I • 州 h • 

‘ ’ i ,!,,,：, fitMHMft ( W\ m ..^ 

㈣ ，:, |fl V __ 的 ， LHm m 心 賴相 ㈣ ， 

J Kii 仲賴. ㈣ 沖11>咖.这_ 

針龍隊 作此謂，定 任愈■存 
>. ⑽_, ㈣ ⑽ ㈣ 的训 .（_ W , 來的1、 隱、. ，谢 
见.伐_略1• ㈣ 制 晒 _ 出刪 _题，它_ -个找_定个扰礼 
UM 本构的孤4效成. 

^ fHjfLH-r Ufi • H >： 欧氏丨 U"I V 球曲 儿何 学栉双曲儿何 学. 它们邮风有各向 | H _ 
,| k \\ R 1^賴__;甽作.請欧氏，仲】/♦:•• 3惟球咖 S ' 麟刑 的:咖 
相 的 M > l ㈣ .说起 J 维欧氏流形 • 找 f 门纪術这抒种 3 维流形•在它的 
I ㈨ a ： 义 f 种 ILH 卞.它的 M 部性态 3 唯欧氏空⑽中的性态-祥. 3维球面流形雎双 
曲 澱形…於似地定义.找 in 预料亨宙瘙这 3 种 3 维流形之 • 所比 h 钴构的恥郎 n 态恰 
好与对应檐甩个 M 中的几何钴构 相同. 

每种^雉 fl 何纺构的襍明部有勻它有关的曲率.在 3 维欧氏几何学的情况，曲較 (U 
埤谢〗 L 何学的 悄况. 曲摯 ft 正的. AS 在双曲几何学的情況 • 曲肀足负的. 

4料:3种儿何学降1维的类推，我们有如图 14.41 所示的曲李为0的一个平面，曲率为 

正的-卜球面 和曲令 为负的个鞍曲. 

A © C£P 


tH 14.41 HUOlttj 率、 £ 曲个和负曲 枣的几 何结构 

• •供 

在典南曲率为 U 的平两上，.角形的内角之和正好嬝 180' 在曲率为正的 f 面上， 
t 的内角之和九 r - ih ( v . 在曲年为负的鞍 iftn .. . m 肜的内 m 之柙严格小子 180 

wvminfi t 由欧屮多曲体的各个曲粘合 ㈨ 成的-.个：彳维流形 M . 1 ㈣ 一 
^ ，咁欧氏流形，必饰谰以蚨吟条忡 . n 先，各个曲之叫的粘合必如使 H 給咚 
{ V . I*I 1 i . I ' Trun ： 山呐 t 啪钻合仆 .起 Ifii 泔判的构个点处的 W 邢儿 M 结恂记欣汧刊 M 
m C 知此作啪粘 合起 时保抟卟典的伽，’我 fu 把褓 f 瓤状邻域粘 合乂， 说•江 M 
十 i •，.的祁峨 B . I . % it<\ 起的蝻 f . 瓤状的而之 I . M 1 的角之 和必定为邪 0 ' 换 
tytrti 牝 w 粘合( V 起肋得利的点，必记心坏绕它的粑个祁0•的欧氏相_ 4的 

f H ••阍 iw 的咐确的 a>i 纳构 • 也必定愚这种悄 »• 多 ini 怵顶点的肤此怕 


_ 

“減刪 _• 赚此顏 中剛嶋 个*域中咖心 
tf 川⑽例广中，|___, _ 

•二 •• ⑽此⑽ u 娜 m *_ 的 ㈣㈣ J ;; 2 M1 _ 如 
论过 的，. 外竹， 

__ M . 州 M ”.‘《(，. 的咖欠.为了 I 4魏“,;‘ 

||H 中. 01 H 灸边，使 ㈣ H ㈣ 在 M 的点的 料中， 

㈣ 的- 些边的 枯含.缚】 14.22 中所介 igttw 罐坏 fi . >鐽和牟杆^ 

咖篇 中每一 种餹爰 3 帷欧氏浼彤 • 


供 14. 17 ，虑 W M . 12屮的^彳？清.队 U 

成，设 ell 此六你 H 的 M tiLHifc 交决丄的各 it U 两 »*： M ? 12"'. R，H 
两 f 边帖务在起，街条边在芮十正方形湎的交 攻上. 8虼，在此呀蠔由这卷边格 
合株成的帑个点.旬度总共为狀 0' 朽设 〆 没在 '边 心面与正万形 < l^#n 


况丁••这咚面之 间的夂 帛泉 9(J ' 而 i * 与污♦卜3条边啐合在一笔.其 中麴- ^ '-1 r ifi ^ ^ 
止方形面的交故1-.此.外 • ^ >两我的 moo 删 •‘ f 

是 *1 以得出，^拧流形楚一 1、3咁欧氏流彤* 

例 14. 18 ； : •-- I " ■- 


L 产 -4 速加菜12 ii 体空 W . R 们抱出. t 的边瓣々成 1( ， ！'m W '' : ; :^,. 

在此洗形中对应点的用 in , 所需兵弈的_庹4 ” ㈣ 的 H “卜个 UH 律 

为了 w 决这忡情 况. 我们用 timM 学來堆 m 沐’ 在 1 M J ’ 


” m 的峽❹,♦•上 . 財- >) 叫 〆 — ::: ::二 -k 
中存在-个12面体. ㈣ 龟付相鈸的 Ij 之间的二 “- u 
12 *休•在每•条幘处，备个面之间的角 t 为 120' #, ^ ^ ^ • <!： - Wl? 

- '•-, :: . ⑽我们统“以二’3 •诚象 

丄 •.’ 点用围有麻敝 W 此.'也細 _ 12 面体 M 嚴、 # •分應的 6 
办了在 12衡休上枯合产生軎作特- ㈣ 12 ®体 ,;:H ./籲 
㈣ .•我 们霄 t 让此1280体在每条械处备卜面之心 72 ,) fi .^ !i{i ^, ，fW 

〜认为曼 m 喊流队然而吩定在 ㈣ ⑽ ’( 〆 ^論州 ♦•豺 

= 1 12 面体. w 辱给 H 滅的《之1叫的, D ( •乂% L .、 P lf 
7 ,面蛛存在. ( 靴，" ㈠ …二一 
刪 年 • ihiRh m ^ MK^n ' NASA ) 








^ W - - ----- 

为宇宙学家提供了麟证搌.宇宙的曲卵韻近 • 这既意味 # .我们生 ㈣ 个舢 .. 
之中.也 ㈣ 於 • 找 ㈣ 活賊乎很小的叶球 I 贼_之中. 

欧氏 T 宙.即使处 fft 欠的⑽細._ 在此广 山•中儿/ 
•泛加以研充过的 il 何雜 .賴 • affFir ^^ M ^^^^ wiVAri ^ tr ^^ 

MMll •的内 角之 ㈣ 180°的 性质.娜我讓 mi ^ Km 的， ㈣ 助 J 找_ 爲 L ' i—Ml 
:-神流形吗，，哪一神3輯 ㈣I 瓣氏比何⑽呢.’ ⑽“ 卜;冲"!_ ^ 

1934年，数学结晶学家 W . 诺瓦斯基 (1909 1988) 貧先在 [ Now ] 中证明 T 这个结论, • 

定理 14. 30恰好存在18祌3維欧氏流形，在其中 • 6个米致且可定向的, 4 个紧敎 H f 
可定向的； 4个炸鱟致且可定向的： A 及4个非 f 致且不可定向的. 

这个定理垃 t 令人吃惊的结果.它冉诉我们 3 维欧氏流形的呵能悄况记 | 分4阳的 
与此对照，存在尤限多 t 球面 3 维流形，以及无限多个双曲流形 • 

如果我们进一步假定宇宙是紧致的，可能情况的个数减少到】0•在10 t 之中，4 ^为小叫 
定向的.正如我们在 L 一锌中已指出过的，存在某些不同寻常的结论，这些结论涉及 • h 
可定向的3维流形中，通过一个立体克莱因瓶而移动.与这一可能性[^样有魅力的是,_得 
它极不可能出现的物理学 状况. 亍是.留下来要考虑的是 6 个紧致辽可定向的3细欧氏流形. 

在这 fit 流形中，在 14.3 节的例子和练习中 • 我们已经看到3维环 tfll，j 扭流肜 • 流 
形.半扭流形及^扭流形.其余可能的流形即亨茨舍尔-文特流肜.在练习 14. 32中再作介箱. 

«5 


U 4 节练习 

14.31 证明 •. 在纵 J 14.23 中的■杻流形坷以认为是一个欧氏流形. 


14. 32 


14.33 


14. 34 

U. 35 


14. J6 


U.37 


通过 把一对立方体的-些 面如囝 H . 42 那样粘合在一起， 
来定义亨茨舍尔-文特流形. 

(1) IH 明，所指出的粘合胸足边判别法和顶点判别法，因 
而结果是一个3维流形. 

< 2 ) 证 明： 亨茨舍尔-文特流形是一个3维欧氏流形. 

在练习 M .26 中所介绍的四元流形具有 三种扎 何结构（欧 
氏几何结构.球曲/ I 何结构及双曲/ I 何 结构） 之一 • 它是 
«种几何结构呢？ 



w 抑 n " v rvm » a .Ato sit i ^ aP iim m \¥ i imic tvi - 功机此 ►〜， ，•一 

I K ®, 使得气找们挖 去这个 环面的-个邻域时，结果&問胚 f - •个环间同 ••个 K|10 乘积厂 1 ‘.\冰 1 .*1 
+f ?7六®体由、嫌空间中的3个线性无关的向繳束定义.而3个，_1_彳的 
的忪 - t , 都坷以通过把此/:面体相对的曲视为同一而得钊.请确定糾个 f 行六啪 


的限制.珐使此流肜由这个乎 nA 面体相对的曲视为间-而实观所必沏的. 
举3 1、不 M 的朴紧致 y 连通的 : i 维欧氏流形的例 f . 


( °说明：个*■莱 w 瓶勻 个圃 fsj 的取枳 kvs '. 坷以认为 a •个3飧欧氏汍^ 
(2> 举 m -个黹妫，速邂月+可定向的欧氏流形的例子. 





tii 


^T 7 



i4 b 字宙 JS 哪一种流形 

我_來为料的々 _ 分菜 ㈣ 能的 流形触”嫌我, 
w 的呢？ 0_糾论 7 舒训 1 111 ㈣ 

字铒 ft 体学 

法阳宇南攀家 M . 拉谢茲， K . 勒 > v 究和 J 屮.目米触儈们 
出『这_.讀， 捕懷 £ 个，_，它由_二二 

& (| 将_ , E 这个在物邱 k 不可能的鸺设 >. 3找们餐夜如阳 
li 4 3 所氺的，与此仏力沐的 ㈨ 乘 l * t 的各个方甸，找们的鼉心位 
f 找们 的裸线 1000万光年的远处消失.进-步瞇氏找们的视竦 • 

我们魷癤肴麴 ， ft «电进一步远在 200(, 万光年之龜，3000万光 
年 之通. 等等.因此当我们以各个方向注视宇 宙时, 我们的 t 云 
成一个格 f 状橡乂.不仅这样.找们在粘合在-起的0体内 
的拇 个里以 也足如此-同时，在此立体内，这4能会! I 机 
地 泊败， 如采把我们所见到的每个里云的偉考虑为我 们繼規 《得 ffl ' M.t ft 卜 ihum 
约的 • #4 i 午多对1000万光年之邋的惮，并存在2000万先年之 

i* 

通的偉 • 等等. 

在这个3维坏曲•屮宙，我们肴到的樓云，不仅位 f UW 0 万光年的攀敏 H ㈣ 心 
4体表面之一的一条对角线平行的方向观肴的话，邮么 • 找们所•撕 n 」. 1 "K 
年之巡.以及这个距典的整数估 之通. 義采沿叫丰对角线之 f 韻方__.部 
么，我们所看到的星云在4 〆 1⑽)万光年之遥 • 以及这 t 覼离的糾 m 
f 我们的里云的其他的 距典. 这取决 f 我们的观察方 A . 

按照这个測， M 我们生活在 •个 "环 曲字油 • ’蘇 W/nf _ 
_軸，那 么. 射 1 關距离的祕分布. ,4 * 41 ^ J '* 1 () flll M - Mri ， 
状. l _ m 照. M , i : ㈣ H 维欧氏空闹.糾_賴会以 
小心在某个 平均跟 典附近的，距典的一个略 u 随机件 
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㈣ 论 h 这听起來 舒很 ‘ _• _必须考__实_况 — ㈣ m 
_以1賴 间.， ㈣ d ㈣ 动之 中， 韻一个特定_石賴 个不、 _象.以能= 

f 门之_ ㈣ 刚料 f _ 提舰酬龍（剛 ML 〜 1 _厅光年、 ^>100 on " 
年 等心陳 . __ 能期 ㈣ 列. 这續:典聚 ㈣ 这 ㈣ 的_, lit 外， 
_卜分心时，它_雜被 ㈣ ，所以 • 幻⑽不腿观察_難结构. 

f 宙学#的个替代方法 • M_JMU 勺 ㈣ 系 w 之间的距尚.期遒使用赵 星系咖 B 
泰來氣各 _ M . 系团之间的距衡.齡酬此距离_1^式.來_辨认与宇宙形状相对 
_流队 賴有的 超足系 _#• 这样的 ㈣ 至今还没錢.发现. （ H 足. 在不久的将来，软会 
有更复杂的 P 录可用，它可以提供 W 助于显士出我们斗:活在其屮的流形的一些模型. 


宇宙学 微波背景辐射 

在1965年*贝尔实验室的 A . 彭西和 R . 威尔逊在研究来自银河系的无线电辐射时，发现 
了 —种 意想不 到的. 个变的背软无线电 噪声. 这岭科学家 M 终认为 • 他们所接收到的噪审， 
本质上是宋自太空各个方向的里云外部的波长不变的福射.这种福財，现在称为宇宙撖波背 
承 ( CMB ). 他们的发现 • 结果被证实为具有非常重要的含义，由于这种辐射被证明为是宇宙 
屮最古老的光. cmb 的光. 标志 r 在宇宙起源大爆炸后宇宙第一次变冷，使得足以让福射从 
炽热的宇宙浓雾中逃逸.在宇宙大爆炸后大约 30 万年之后，宇宙的温度冷得足以 it 电子和质 
子组合构成第个原子.这也意味矜 • 原先一成不变地由自由带电粒子散播出的輔則.现在 
能以光速通过仍然在扩展中的字宙.这种逃逸的辐射现在看成是，在各个方向上具有相对固 
定温度（大约 2. 73 K > . 的尤线电辐射源的宇宙微波背景. CMB 的温度改变为1万度的一部分. 
玍 CMB 中所存在的小的变化，为我们展示了密度的少许差别.这些差别由早期的字宙提供. 
并借助重力敢终导致物 质结成星云，星星和 行星. 

t 来， CMB 辐射发源于一个巨大的球面，称为最后散射的曲面.利用美国航空航天总 f 
于】989年发射的宇宙背景探测器 ( COBE ) J 1 星的数据，就能够画出 〔 MB 的第一温度陈 
2 U 01 年. 美国航空肮天总署发射的威尔金森微波各向异性探测器 （WMAPL 
COBE 分辨率更高的 CMB 的温度数据.在图 14.45 中，我们展示了源于 WMAP 数据的 ( X _ 
的温 度阁. 深黑阴影区域较冷，而浅黑阴影区域较热，但是 • 正如我们已经指出过的 • 

均值 2.7 3 K 附近，无论哪一侧温度的差别，大约只有 0.0001 K . 



ffl u . r 的撇度图 <得到美国航空肮大总1 'WMAP 科学团队的许 nP 


太空中一些圆阊"的 方法. 通过 CMB 的温 t 断面 f 免聲.曹 
%，[⑽和 CWeel ].) ■想 . 字宙是通过把〜个立方^相 H ㈣ h 
! ^ Lf 3 维坏面.此 外. 请设想，最后散射的曲面矿展到这择的占.吨-:在:尽 5 ^ 
=径超出 m 方体的边氏.当此球面与此立方体相咖 _• zt n ^ r £ 
i 这是由于立方体_讓粘合在— 起的. 

3在此 球面上的 一些圆 周， 的我 们从内部来考察此球 面时. _帽^^, 
球面上的两 个不同的位置看到. 




图 14.46 在太空中的圈颳来自自身相跋球面 

«太空中一鵠圆周”的观念，是考察 CMB 温度图.以找= 
分布是相同的.每对这样的圆周，可能表^最^ ==自=二= 
望是，在最后散射曲面上所截出岡阛的配置，将揭不一二模 iuiM 
选宇宙的拓扑形状的那些流形之一的内部.按照这种方式•我 llj 
其中的究竟是哪一种流形了. 

14 5 节练习 0 4 的的_成. 在蓽1 我⑽讀卵 

U 38 如果我们 处于作为-个环面的 2 维宇 f 里 二， 

系际的組星系团距离 分布麟 值吗？如果改为⑽吗 

使得所得到的空间是-个克茱闘，那么我们在蓽行比较,屬以 f : 

14,39 在以下两种情况，如何对星系际的超星系师离% j “況是，把 长繂 …二:,，、. 
3 X 4 的长方体相对的面粘合在 一 起得到一个环以七这角_情况， 11 
到一个半抒流形，其中被抒的面是尺寸为 3X3 的 形•试中 11 ㈣ M 、 

相比较,这后—种情况是,把长方体的面粘合 在-州 丨’ 

为 3 X 3 的面？ 

，4,4# 假设宇宙是—个立方体以相对的面粘含产主的]灌跡^指出 . ft 梅⑽中^卟 
如何能用 **：*： 电由一典 Mffl ”, 来对这硅对臃性加以区 













进一步阅读材料 


我们在以下所列出的某些附加阅读衬料，与本书所介绍过的课题有关.所列出的， 

按它们在本书中 t 次出现时的次序来排列.其中许多课题有丰富的文献.在选择 材料 =齔 
们主要考虑起点合适或阐述精辟. 

拓扑学的 历史： [ Jam ] 由40篇论文组成，涉及拓扑学历史方面的不同论题 
: Man] 是对有关分析中的槪念和问题的一个提示 • 在导致拓扑学的公理化基础的数学发= 
中.这些概念和问题曾起过作用. 

数字 拓扑： 直观介绍了在数字图像处埋中供逑模用的拓扑空间的论文，除了本书曾心 } 
的 [ KoiO 外，还有 [ Khal ], [ Kha 2] 和 [Kov]. 

表型 空间： 除 r 本书曾提及的论文 [Fonl] 外，其他涉及进化中的表型空间和连 续性的 
论文，还有 [ Cupl ], [ Cup 2]、 [Fon2 ]、 [ Stal ] 和 [ Sta 2]. 

地理信息系统中的空间 关系： 涉及拓扑空间关系地理信息系统的文献很多.论文 [ Sch ]、 
[ Sha ] 和: The ] 是根据本书已讨论过，以及最初在 [ Egc .] 中曾提出过的模型所作研究工作 
的一个范本. [ RerO 提出了一个替代的拓扑空间关系模型. 

拓扑学和物理学 ：教材 [ Mon ]、[ NasC ：2] 和 [Shv] 按三种不同数学素养水平•分别介 
绍和讨论 f 有关拓扑学在物理学中作用的课题.论文 [ NasCl ] 阐述: T 从19世纪中叶至今物 
理学与拓扑学相互关系的历史. 

正向运动学映射 ：论文 [ B a k 〗] 是关于正向运动学映射拓扑性质的比较浅显的介绍.提 
供这方面前景介绍的，还有论文 [ Bak 2]、[ Dem ] 和 〔 Got ]. 

纠错码 ：教材 [Bay] 和 [Pl e ] 提供广有关纠错码数学方法的基本介绍. 

莱文斯坦度量 ：著作 [San] 包含 r 有关莱文斯坦度徵的一系列论文 • 它还包括了在 
DNA 序列分析、语音识别，纠错和鸟声分析等方面的应用. 

自动导向装* :教材 [ U t ] 提供丫有关机器人运动设计数学方法的全面介绍.连间^ 
所提及的 I > br 2], 几篇 M 近的论文 [ Abrl ]、[ Ghr 】] 和 [ Ghr 2]， 对自动导向装茛构形巧 
的铕构进行了考察. 

动力系统和混冲：教 W [ UevR ], [ All ] [ Sir ] 对动力系统和 混吨在 瑚论_^ 
曲作广介紹.教材 [ Gilj 从拓扑嗲的观点,给出了处理动力系统理沦史现代的一 种力心 
20扒纪训 到骱年 代，混沌坪论发展的人门性槪 述可 以在 [ Gle ] 屮找到. 

经济学应用与傅典论：队雜 ㈣ u 阼關顿的书 [ VonJ 麟并论和校靜 
職的 WiM 作._ 舰料 舰尔不动点定雌推广， ㈣ 发在于 [Knk 〕^. it 
nm ] m •，舰 、 贿学 |:魏用_ 评论的餅 

LBorJ |U [ Kra], 


毛说押科 — …一〜 

纽结理 H [_] 中， 赖把 迈斯特提出 r 賴徳 
二1 的朽[ ㈣ . v ， 刪 叫中引人 r 他的多项他后 
^ [ Adall . lA > o ] [ L , v ] 財找们追踪纽结理论^的 H 
们在第 12 危中所提出_-个龍，它们还介绍了纽结^=^兹的 •它咖 
纽结理论的应用：教 W !， Sum 」 包含 6 篇申拽 的企文•涉及 |^扑^ '_屬 
化学和_学七_用.论文[叫題广有关 — 个纽结状学 
；,.] 冲及 许多与 纽结和一些_嵌人有关的賴 ，^ 
拓扑图论 ： [ Gro ] 祕_论的—本优秀的人门 读物. 从论的系 
了与-些 B 1 的拓扑结构有关的许多貌_ 
■ 在化学中的应用：教材 * ♦论 文集卜•>、：，：‘ . tl 屮的 •田 M 
« [ Tri ] 对化 学_作 J •全而的介绍 • mm [^ n ] 是关于这 - 
论文的汇集.此外还可参阅在 “纽结 理论的应用”中所提到的 ml [ FU ]. 

图在电子线路设计中的应用 ：刊物 LRoH ] 是 IEEE (电 气与电 
成电路和系统的计算机辅助设计方面的一个 专集. 它致力于微电子学中的1路没行. i! S 
论文组成，其中大郎分使用了拓扑学或囲论的观念.论文 Agg 」. 和 >,,,軀择及 
交义数或厚度在电子线路的设计或结构方面的应用. 

流形与宇 宙学： 论文 [ Ada 2] 是对流肜与它们在确定宇宙形状中@用的； V 〗肉分 
论文 [ Thu 2] 对流形研究中所使闬的各种数学观念作了简要的介绾.著作 W ,，- 对顏和 
3维*形的几何学与拓扑学进行 了精妙 绝伦的介期，而 LThul ] 是一 


卫的教衬. 
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